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Prefata

Fondata, in esentd, de David Hilbert, Stefan Banach si
Laurent Schwartz, Analiza functionala a aparut ca instrument de
lucru in studiul spatiilor de functii si al unor probleme ce
intervin in teoria ecuatiilor cu derivate partiale. Astfel, au
prezentat interes unele teoreme de existentd a solutiei pentru
anumite probleme concrete, teoreme pe care Analiza functionala
le-a rezolvat intr-un cadru abstract, general. Ulterior, dezvoltarea
internd a Analizei functionale a impulsionat decisiv dezvoltarea
a numeroase domenii precum sunt: mecanica teoretica, fizica,
teoria  probabilitatilor, matematicile economice, analiza
numericd, calculul variational s.a.

Daca Analiza matematica are ca obiecte de studiu: sirul,
functia s.a. ardtand, spre exemplu, ca orice sir monoton si
marginit este convergent sau orice functie continua este
integrabila Riemann, Analiza functionala are ca obiecte de
studiu spatiile de functii sau spatii abstracte inzestrare cu

structuri algebrice, stucturi de ordine sau/si structuri topologice,



viii
precum si aplicatii sau spatii de aplicatii intre asemenea
structuri.

Metodele de investigare sunt specifice si, pentru a crea o
imagine despre cum se lucreazd in Analiza functionala,
mentionam cd, spre exemplu, uneori, pentru a ardta ca avem
A=B cand A4 c B, se aratd ca A are suficiente proprietati pentru
a coincide cu B.

Studiul Analizei functionale nu se poate face fard cunostinte
de algebra liniara, analiza matematica reala sau complexa, teoria
masurii si, in special, farda o buna cunoastere a topologiei in
spatii metrice.

Cursul de Analiza functionala se adreseaza studentilor de la
facultatile de matematica, precum si tuturor celor interesati de
aplicatiile Analizei functionale in domeniile mentionate.

Acest curs a fost predat, intr-o forma putin diferitd de cea
prezentd, studentilor de la facultdtile de matematica ale

Universitatii Bucuresti s1 Universitatii Spiru Haret.

25 mai 2007 Gheorghe GRIGORE
Dumitru D. DRAGHIA



Lista de notatii

N={1,2,3,---};

N ={0,1,2,3,--};

Z, — multimea numerelor Intregi;

Q — multimea numerelor rationale;

R — multimea numerelor reale;

C — multimea numerelor complexe;
K — corpul scalarilor, K e {]R,(C} ;

& — multimea vida;

A4 — aderenta (inchiderea) multimii 4;
Int A — interiorul multimii A4;

Sp A — subspatiul generat de multimea A4;
Ker f* — nucleul aplicatiei f;

dim X — dimensiunea spatiului X;
d(x,y) — distanta de lax la y;

o (A) — diametrul multimii 4;

||x|| — norma elementului x;

1X

B(X Y ) — multimea operatorilor liniari §i continui Intre

spatiile liniare normate X si Y;

B(X ) — multimea operatorilor liniari si continui de la spatiul

liniar normat X 1n el Tnsusi;



X
X' sau X~ — dualul (conjugatul) spatiului liniar normat X;
f7£(X Y ) — multimea operatorilor liniari compacti de la X la ¥;
$(U) — spectrul operatorului liniar U

Sp(U) — spectrul punctual al operatorului liniar U,

(x,y) — produsul scalar al elementelor x si y ;

x L y — x este ortogonal pe y ;

x L A — x este ortogonal pe multime 4;

A" — complementul ortogonal al multimii A4;

A1 B — multimea 4 este ortogonala pe multimea B;

U" — adjunctul operatorului liniar si continuu U;

Inv(A4) — multimea elementelor inversabile din algebra 4;
o(x) — spectrul elementului x dintr-o algebra;

R (A) — functia rezolventd a elementului x dintr-o algebra. =



SPATII LINIARE. OPERATORI LINIARI

In acest capitol reamintim citeva notiuni elementare de
algebra liniara.

Fie R corpul numerelor reale si C corpul numerelor
complexe. Notdm prin K unul din corpurile R sau C.

1.1. Spatii liniare

Definitie. Fie X o multime (nevidd) inzestrata cu doua
operatii, operatia de adunare, notatd “+”, care aplicd fiecare

pereche (x,y) din XxX in x+y din X s§i operatia de

(132

inmultire cu scalari, notatd cu un punct
pereche (c,x) din Kx X in ¢-x din X.

Multimea X este numita spatiu liniar (sau spatiu vectorial)
peste corpul K daca operatiile de adunare §i Tnmultire cu scalari
satisfac urmatoarele axiome, pentru toate elementele x,y si z din
X st toti scalarii ¢,c, si ¢, din K:

, care aplica fiecare

1) x+y=y+x (comutativitatea adunarii);
2) (x+y)+z=x+(y+z) (asociativitatea adundrii);

3) existd un element unic 0 (“zero”) in X astfel incat
x+0=x (existd un element neutru unic fata de adunare);
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4) pentru fiecare x exista un vector unic —x in X astfel

incat x+(—x)=0 (existd un element opus unic pentru fiecare

element din X);
5) 1-x=x;

6) (clcz)-x = -(c2 -x);

7) c: (x + y) =c-x+c-y (distributivitatea Inmultirii cu
scalari fatd de adunare);

8) (¢, +¢,) x=¢ x+c,-x.

Elementele spatiului liniar X sunt numite vecfori sau
puncte. Elementele corpului K sunt numite scalari. Astfel, un
scalar este un numar real sau un numar complex.

Un spatiu liniar (liniar) peste corpul numerelor reale este
numit spatiu liniar real .

Un spatiu liniar (liniar) peste corpul numerelor complexe
este numit spatiu liniar complex .

Este usor de verificat ca spatiul euclidian R" este spatiu
liniar real. Insa, notiunea de spatiu liniar este mult mai generala.
De exemplu, multimea tuturor functiilor continue pe R cu
adunarea punctuald si inmultirea cu scalari este spatiu liniar real.

Elementul x+(—y) il vom nota x—y. Vom suprima

simbolul (“-”) pentru inmultirea cu scalari, intrucat nu este
necesar.

Definitie. O submultime nevidd X, a unui spatiu liniar X
se numeste subspatiu liniar —al lui X daca indeplineste
urmatoarele conditii:

1) x+ye X,, pentru oricare x,y € X ;
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2) cx e X, pentru oricare x € X, sl oricare scalar c.
Astfel, un subspatiu liniar X al unui spatiu liniar X este

inchis fatd de combinatiile liniare, adicd oricare combinatie
liniard de elemente din X este un element al lui X .

Nu este greu de verificat ca un subspatiu liniar al unui
spatiu liniar este el insusi spatiu liniar. In particular, oricare
subspatiu liniar contine vectorul nul 0.

Definitie. O submultime finitd {x,,x,,---,x,} a unui spatiu
liniar X' se numeste liniar independenta daca:

n
ZCkxk=0, c,eK = ¢=c¢c,=--=¢,=0.
k=1

Definitie. O submultime B a unui spatiu liniar X se
numeste /iniar independenta daca oricare submultime finitd 4 a
lui B este liniar independenta.

Definitie. O submultime B a unui spatiu liniar X se
numeste bazad (algebrica) daca B este liniar independenta si daca
pentru fiecare x € X, exista b,,b,,---,b, € B si ¢,,c,,---,c, €K,

astfel incat x = ZZ:I b, .

Prin lema lui Zorn rezulta ca oricare spatiu liniar are o
baza algebrica.

Toate bazele algebrice ale unui spatiu liniar au acelasi
cardinal; acest cardinal este numit dimensiunea spatiului liniar.

Daca un spatiu liniar are o bazd de dimensiune finita se
numeste finit-dimensional, altfel se numeste infinit-dimensional.
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Fie X, un subspatiu liniar al unui spatiu liniar X. Definim
pe X o relatie: x ~y daca si numai dacd x—y e X,. Aceastad

relatie este o relatie de echivalenta.

Pentru fiecare xe X, definim clasa de echivalenta
f={yeX:y-xeX,}={x+x":x'eX,}. Oricare yeX este
un reprezentant al clasei X si y e X dacad si numai dacd xe p
dacd si numai dacd £ = . Multimea cat X /X, ={X:xe X}, cu
operatiile de adunare si Inmultire cu scalari definite prin
X+y= x/-;/ si cx= cx, este un spatiu liniar, numit spatiu liniar
cat al spatiului liniar X' in raport cu subspatiul liniar X, .

1.2. Operatori liniari
Fie X s1 Y spatii liniare peste acelasi corp K.

Definitie. O aplicatie 7:X — Y se numeste operator
liniar dacd este aditiv (T(x+y)=T(x)+T(y), Vx,yeX) si
omogen(T(ax)zaT(x), VxeX,Vaek).

Un operator liniar de la X la K se numeste functionala
liniara.

Multimea tuturor operatorilor liniari de la X la Y, cu
operatiile de adunare §i inmultire cu scalari este spatiu liniar

peste K.

Acest spatiu liniar este numit spatiul operatorilor liniari
delaXlaY [-=



2

SPATII METRICE

In acest capitol prezentam cateva notiunui si rezultate
esentiale ale teoriei spatiilor metrice care vor fi folosite in
capitolul privind spatiile liniare normate.

2.1. Spatii metrice. Proprietati de baza

Definitie. Fie X o multime nevidd. O functie
d:XxX —>R se numeste distanta pe X (sau metrica), daca
verifica urmatoarele axiome:

i) d(x,y)=0 daci si numai dacd x=y;

i1) d(x,y):d(y,x), Vx,yeX;

i) d(x,z) < d(x,y)+d(y,z) ,Vx,y,ze X.

(Axioma (ii1) este numita axioma triunghiului).

Multimea X impreund cu o metrica d definita pe X se
numeste spafiu metric si se noteaza (X,d ).

Observatii.
1) Din axioma triunghiului rezultd d (x,x) >0 (x eX ) .

Prin inductie, rezultd ¢i d (x;,x, ) < Z;:d (X, %),

pentru oricare n =2,3,4,-+- $1 X, X,,X;,"**, X, € X .
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2) Distanta d are proprietatea urmatoare:
‘d(x',y) —d(x,y)‘ <d(x,x) (x,x,yeX).

Exemple.
1) Oricare multime X devine spatiu metric daca se
defineste distanta pe X prin:

1, x#y,
d(x,y)z{ Y

Acest spatiu se numeste spatiu metric discret.
2) Multimea R a numerelor reale cu distanta definitd de:

d(x,y)=|x-y| (x,yeR)
este spatiu metric, numit dreapta reala.
3) Planul real R* =R xR, cu metrica definiti prin:

d(x’y):|x1 _J’1|+|x2 -

pentru oricare x =(x,,x,) si ¥=(),,»,), este spatiu metric.

X).
0, x=y, (x,ye )

2

4) Spatiul n-dimensional R", cu metrica euclidiana
definita prin:

n

te)=(Sn -y

k=1
unde x=(x,X,,%;,-+,%,), ¥=(¥,»,¥"-,¥,), devine spatiu
metric. Acest spatiu este numit spatiul euclidian real cu n

dimensiuni. In acest caz, axioma triunghiului se verifica folosind
inegalitatea Cauchy-Schwarz:

2
(Zxkykj < zxkz -Zykz .
k=1 k=1 k=1

5) Spatiul R" devine spatiu metric cu distanta definita
de:

d(x,y)=max|x, - y,|.

1<k<n
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6) Multimea C([0,1]) a tuturor functiilor continue reale,
definite pe [0,1], cu metrica definita prin:

d(f.g)=supl/()-2(1)

b

pentru oricare f,geC ([0,1]), este spatiu metric.
Spatiul metric astfel construit se numeste spatiul functiilor

continue reale pe [0,1] .

7) Multimea tuturor sirurilor de numere reale x =(x, )n>l

0 2 . 4
pentru care an[ x, <o, cu metrica definitd de:

0

o) =[Sy

n=l1
unde x=(x,) si y=(y,) ,, este spatiu metric.
Acest spatiu metric se noteazi /.
8) Multimea tuturor sirurilor de numere reale x = (xn )n>1

cu distanta definita de:

= 1 xn_yﬂ
d(x,y)=§§-—1+ 'L

unde x=(x,) si y=(y,) ,, estespatiu metric.

In teoria spatiilor metrice este convenabild folosirea
limbajului din geometria clasica. De exemplu, elementele unui
spatiu metric vor fi numite puncte.

Definitie. Fie (X ,d ) un spatiu metric, x, € X s1 r>0.
Multimea B(xo,r) = {x eX: d(xo,x) < r} se numeste bild

deschisa cu centrul x, sideraza r.
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Multimea B (xp.7) = {x e X :d(xy,x)< r} se numeste
bila inchisa cu centrul x, sideraza r.
Multimea  S(x,,7)={xe X :d(x,,x)=r} se numeste

sfera cu centrul x, sideraza r.

Observatie. Pe dreapta reald, bila deschisa cu centrul x,
si de raza r este intervalul simetric (x,—r,x,+r); bila inchisa
cu centrul x, si de razd r este intervalul inchis (= segmentul)
simetric [xo —7,X, +r]; sfera cu centrul x, si de razd r este o

multime formata din doua puncte: { Xy =T, Xy +r } .

Definitie. Fie (X,d) un spatiu metric i EcCc X,Fc X
submultimi nevide. Distanta de la multimea E la multimea F
este definita prin d(E,F) = inf{d(x,y) xekE,ye F} .

Distanta de la un punct x € X la o submultime nevida A
a lui X este definita prin d(x,A) = inf{d(x,a) ‘ae A} .

Observatii.
1) Daca ENF # @, atunci d(E,F)=0.

2) d(E,F)=inf{d(x,F):xeE}.
3) Daca d(E,F)za, nu rezultd cd existda xe £ si
yeF, astfel incit d(x,y)=a.
4) Daca xgEB(xO,r), atunci d(x,B(xO,r))>d(xO,x)—r.
5) Daca Ec X, x,y e X, atunci
‘d(x,E)—d(y,E)‘Sd(x,y).
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Definitie. Fie (X ,d ) un spatiu metric i £ o submultime
nevidi a lui X. Atunci &(E)= sup{d(x,y) X,y € E} se
numeste diametrul multimi E .

Observatie. 5(E)eR; §(B* (xo,r)) =2r.

Definitie. O submultime nevidd B a unui spatiu metric
(X.d) se numeste marginitd daca 5(B) <.

Definitie. O submultime nevidd G a unui spatiu metric
(X ,d ) se numeste deschisa daca pentru oricare x € G, exista

r>0 astfel incat B(x,r)cG.

Exemple.

1) Multimea vidd & si spatiul X sunt multimi deschise.

2) Intr-un spatiu metric discret, oricare multime este
deschisa.

Propozitie. Orice bila deschisa dintr-un spatiu metric
(X ,d ) este multime deschisa.

Demonstratie.  Fie B(xo,r):{xeX:d(xo,x)<r},
xeB(xO,r), X #X,, 0<r'<r—d(x0,x) si yeB(x,r'). Atunci
d(xo,y)Sd(xo,x)+d(x,y)<r,adicé yeB(xO,r).

Deci, B(x,r')CB(xo,r). O

Propozitie. Reuniunea oricarei familii {Gl.}id de multimi

deschise este deschisa.
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Demonstratie. Daca eriel G,, atunci existd i e/
astfel incat xeG, . Din xe G, rezulta cd exista r>0 astfel

incit B(x,r)c G, < _,G,. O

Exemplu. In R, oricare interval (a,) este deschis,
deoarece (a,oo) = Um(a,x) .

Observatie. Intersectia unui numar finit de multimi
deschise este 0 multime deschisa.

Definitie. Fie xe(X,d). Se numeste vecindtate a

punctului x, oricare multime V' < X care contine o multime
deschisd G c X care contine pe x (adica, xeGc V).

Observatie. Oricare bila deschisa B(x,r) este o

vecinatate a lui x.

Teorema 1. Oricare spatiu metric (X ,d) este spatiu

separat, adica verifica axioma lui Hausdorff (pentru orice
x,y € X, exista doua vecinatati V,, V, ale acestor puncte cu

proprietatea V.(\V, =D ).

Demonstratie. Fie x,ye X, x#y si 0<e<d(x,y)/2.
Atunci B(x,&)NB(y,e)=9. O

Definitie. Un punct x se numeste punct interior pentru
multimea E aunui spatiu metric, dacd E este vecindtate a luix.
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Multimea tuturor punctelor interioare unei multimi £ se
numeste interiorul multimii E i se noteaza IntE'.

Observatie importanta. O multime G este deschisa daca
si numai daca G =IntG.

Definitie. Se numeste punct aderent unei multimi F, un
punct x € X cu proprietatea ca fiecare vecinatate ' a lui x are
intersectia nevida cu F (adica, VN F = D).

Mutimea tuturor punctelor aderente multimii F se
numeste inchiderea multimii F si se noteaza F.

Definitie. Un punct x se numeste punct de acumulare
pentru multimea A dacd pentru fiecare vecinatate V' a lui x

avem Vﬂ(A\{x});t@.

Observatie. Orice punct de acumulare pentru A4 este
aderent multimii 4.

Definitie. O multime F se numeste inchisa daca F = F.

Definitie. Un punct xe€ X se numeste punct frontiera
pentru multimea A a unui spatiu metric, dacd x este punct
aderent multimii A4 cat i multimii X'\ 4.

Multimea tuturor punctelor frontierd ale multimii 4 se
numeste frontiera multimii A si se noteazd Fr 4.

Definitie. O multime A4 se numeste densa in X (= densa
peste tot) daca A= X .

O multime 4 se numeste rara (= nicdieri densa) daca si
numai dacd Int A= .
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O multime A se numeste slaba (= de prima categorie
Baire) daca este o reuniune numadrabila de multimi rare.

O multime care nu este de prima categoria Baire se
numeste de categoria a doua Baire.

Observatie. Fr 4= AN(X\A4)=Fr(X\4).

Definitie. Un spatiu metric X se numeste separabil daca
existd in X o multime A cel mult numarabild si densa in X .

Exemplu. Dreapta reald R este spatiu separabil deoarece
Q=R si Q este numarabila.

2.2. Limite. Continuitate

Definitie. Fie un spatiu metric (X,d). Un sir (x,)  de

n>1

elemente din X se numeste convergent dacd existd ae X, cu
proprietatea cd oricare ar fi ¢>0, existd n, e N, asfel incat

n>n_ implicd d(x,,a)<¢.

Elementul a se numeste [limita sirului (xn) si se

nl1

noteazd limx =a.

n—>x

Observatie. Intr-un spatiu metric (X,d), limx, =a

n— 0

inseamnd lim d(a,x,)=0.

n— 0

Propozitie. Limita unui sir convergent dintr-un spatiu
metric este unica.
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Justificare. Fie a=lmx, i b=Ilmx,. Atunci

OSd(a,b)Sd(a,xn)+d(xn,b)—>0. Deci d(a,b)zO, de unde
rezultica a=>b. O

Definitie. Fie (X,d) un spatiu metric. Un sir (x,) = de

n>1
elemente din X se numeste fundamental, sau sir Cauchy, daca
oricare ar fi £>0, existd n, € N, astfel incét, dacd n,m>n_,

atunci d(x,,x, ) <é&.

Observatie. Se verifica usor ca orice sir convergent este
fundamental. Reciproca acestei afirmatii nu este adevarata.

Propozitie. Pentru ca un punct x sa fie aderent multimii
A este necesar §i suficient sa existe in multimea A un gsir

(xn )nzl convergent catre X.

Justificare. Intr-adevir, daci xe Z, atunci avem
B(x,1/n)N A=<, n>1. Exista atunci x,, € A\ B(x,1/n), deci

d(x,,x)<1/n siprin urmare limx, =x.

n—> 0

Reciproc, dacd in multimea A4  existd un sir (xn)n

convergent catre x, atunci, pentru orice vecindtate J a lui x,
existd n, € N astfel incat x, €V pentru orice n>n, .

Atunci VN A= sideci xe A. O

Definitie. Fie (X,d) si (Y,d') spatii metrice, 4= X si

acd un punct de acumulare pentru 4. O aplicatie f:4—Y
are limita in punctul a dacd existd a'eY astfel incat pentru
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oricare sir de puncte (x,)

lim f(x,)=d".

n—> o0

din 4 cu limx, =a, avem

= n—wo

Fie (X,d) si (Y,d") spatii metrice, fie x, € X .

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente si oricare dintre ele
poate fi luata ca definitie a continuitdtii unei aplicatii f: X > Y
intr-un punct.

1) Aplicatia f:X =Y este continua in punctul x, daca

si numai daca pentru fiecare vecindtate V. a lui f (xo) inY,
existd o vecindtate U a lui x, in X astfel incat f(U)cV .

2) Aplicatia f: X — Y este continud in x, daca si numai
daca pentru fiecare vecindatate V a lui f(xo) inY, f_l(V)
este o vecinatate a lui x, in X .

3) Aplicatia f:X —Y este continua in x, daca §i numai
daca pentru fiecare € >0, exista 6 >0 astfel incat d(xo,x) <o
implica d(f(xo),f(x)) <eg.

4) Aplicatia f: X —Y este continua in x, daca §i numai

daca pentru oricare g§ir (xn)ncX , cu limx =x, avem

n— o
’llij’)rolof(x)z) = f(‘XO)‘
Aplicatia f: X > Y este continua pe X (sau simplu
continua) daca este continua in fiecare punct al lui X .

Teorema 2. Fie f:X—>Y o aplicatie. Atunci

urmatoarele proprietati sunt echivalente:
i) f este continua;



Spatii metrice 15

ii) f 71(G) este multime deschisa in X, pentru oricare
multime deschisa G din Y ;

iii) f_l(F) este multime inchisa in X, pentru oricare
multime inchisa F din Y ;

iv) f(Z) c f(A) pentru fiecare multime A din X .

Demonstratie. Demonstram echivalentele astfel:
(i) = (iv) = (iii)) = (ii)) = (i).
(i) = (iv): Dacd x,€X este punct aderent unei multimi
Ac X siV este o vecinatate a lui f(xo) in Y, atunci f_l(V)

este vecinatate a lui x, in X, deci existd ye AN f7(V) si,

prin urmare, f'(y)e f(A)NV . Aceasta aratd cd f(x,)e f(4).
(iv) = (iiij): Daca F' este inchisd si F=f"'(F'), atunci
f(F)cf(F)cF =F' adica F < f(F')=F .Deci F=F.
(iii) = (ii): Rezulta din definitie.

(i) = (i): Dacd x,€ X s§i V este o vecindtate a lui f(x,),
atunci existd o vecinatate deschisa W<V a lui f(x,).
Multimea f_l(W) este deschisd si x, € /' (W) c f’l(V), deci

f este continud in fiecare x, € X . 0

Observatie importanta. Imaginea directa a unei multimi
deschise/inchise printr-o aplicatie continud nu este in general
multime deschisd/inchisa. De exemplu, aplicatia f:R —> R,

definitd prin f(x)=x" (xeR) este continud in R, dar

f ((—1,1)) =[0,1) nu este multime deschisa.
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Definitie. Fie 4 X . O aplicatie f:4—Y se numeste
uniform continua pe A daca oricare ar fi £>0, existd 6 >0
astfel incat x,y e 4 si d(x,y)<6 = d’(f(x),f(y))< c.

Definitie. O aplicatie f:X —Y se numeste izometrie
daca d'(f(x),f(y)):d(x,y), Vx,yeX.

Observatii.
1) O aplicatie uniform continud este continua.
2) Oricare izometrie este uniform continua.

Definitie. Fie (X,d) si (Y,d') spatii metrice. O aplicatie
f:X > Y se numeste homeomorfism al lui X pe Y dacd f

este bijectivd sidacd f si f' sunt continue.
Spatiile X si ¥ se numesc atunci homeomorfe.

Observatii.
1) Daca f:X — 7Y este un homeomorfism al lui X pe

Y ,atunci f':Y — X este un homeomorfism al lui ¥ pe X .

2) Un homeomorfism poate sa nu fie uniform continuu.
3) Oricare izometrie este homeomorfism.

2.3. Spatii metrice complete

Scopul acestui paragraf este de a prezenta In esentd
teorema lui Baire.

Modelele de spatii complete vor fi date de spatiile Banach
ale Analizei functionale.
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Fie (X ,d ) un spatiu metric. Amintim ca sirul (xn)

neN ’

x, € X, se numeste fundamental sau sir Cauchy dacd pentru
orice numar &>0, existd n,eN astfel incat pentru orice
n,m=>n, siavem d(x,,x,)<e.

Se verifica usor ca orice sir convergent este fundamental.

Reciproca acestei afirmatii nu este adevaratd, existand
spatii metrice In care unele siruri Cauchy nu sunt convergente
(vezi, de exemplu, multimea Q a numerelor rationale organizata
ca spatiu metric cu distanta generatd de modul).

Definitie. Un spatiu metric se numeste complet daca orice
sir Cauchy in acest spatiu este convergent.

Observatie. Stim cd orice sir Cauchy de numere reale (sau
complexe) este convergent, deci multimea R (respectiv C) este
spatiu metric complet n raport cu metrica generatd de modul.

De asemenea, R", C" cu distanta euclidiana sunt spatii
metrice complete.

Observatii.
1) Multimea A4 este rara dacd si numai daca (X \Z) =X.

2) O multime inchisd este rarda dacd §1 numai daca
interiorul ei este multimea vida.

3) In multimea R a numerelor reale, orice multime finita
este rard, multimile N, Z sunt rare. Multimea Q nu este rara.

4) In R" orice subspatiu liniar propriu este multime rara.

5) Multimea inchisd 4 este rarda dacd 1 numai dacd
X \A=X.Afirmatia rezultd din X\ A=X\Int 4.




18 ANALIZA FUNCTIONALA

Definitie. Un spatiu metric X se numeste de categoria |
Baire daca este o multime de prima categorie Baire, adica daca

© . S
X :U X, , unde multimea X, este rard. In caz contrar, se
n=

spune cad X este de categoria a doua Baire.

Observatii.
1) Spatiul metric X este de prima categorie Baire daca

o0 . A - o . -
x=\] X, , unde multimea X, este inchisa si rara.
n=

2) Multimea Q a numerelor rationale este spatiu metric de
prima categorie Baire.

Teorema 3 (Baire). Orice spatiu metric complet (X,d)

este de categoria a doua Baire.

Demonstratie. Sa presupunem ca spatiul metric complet X
este de categoria I Baire, deci ca X = U;X

n?o

unde multimea

X, este Inchisa si rara, adica X\ X, =X . Fie x, € X . Atunci
x, € X\ X, si deci daca >0, avem B(x,5)N(X\X,)=J.
Dacd x, € B(x,,7;)(X\X,), atunci existd r, >0 astfel incét

B'(x,,r,) = B(x,,r)N(X\X,). Putem presupune ca r, <r/2.

Prin inductie, se construiesc sirurile (xn)m, (r )nZl’ x,eX,

n

r, >0 astfel Incét, pentru orice n=1:
B (x,..1,0) < B(x,,r,)N(X\X,), r,, <r,/2.

n+12 " n+l n>'n
: n=1 _: n—1
Atunci 7, <7 /2" si d(x,,,x,)<n/2"".

Din inegalitatea precedentd rezultd ci sirul (x,)  este

fundamental. Atunci existd xe X, x=Ilimx,.

n—ow
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E3
Avem {xnﬂ,xm,---,xnw,---}CB(xml,rnﬂ), de unde

rezultd cd x € B'(x,,,,7,,, ), pentru orice n>1.
Din  B'(x,,.7.,)cB(x,.r,)N(X\X,), rezultdi ca

n+1° " n+l n>'n

xe X\ X, pentru orice n>1,adici xe[ ] (X\X,)=@, ceea

ce este o contradictie.
Réamane cd (X,d) este de categoria a doua Baire. O

Observatie. Rezultatul precedent va fi principalul
instrument in obtinerea unor rezultate fundamentale, cum ar fi
principiul marginirii uniforme.

Definitie. Fie (X ,d ) un spatiu metric. O aplicatie
f:X > X se numeste contractie (sau q-contractie) daca

existd ¢ €[0,1) astfel incat:

d(f(x).f (7)) £q-d(x.y) (xyeX).

Observatii.
1) Constanta g nu este unica.

2) Orice contractie este o functie uniform continua.

Teorema 4 (Principiul contractiei). Fie (X,d) un spatiu
metric complet si f:X — X o gq-contractie. Exista atunci §i
este unic x € X astfel incat f(x*) =x .

~ . . . * .
Daca x,e€ X si x,,=f(x,), atunci lim x, =x" si au loc

relatiile d(xn,x*> < &d(xn,xn_l) < 1({:] d(x,x,).
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Demonstratie. Fie x,e X si (x,) . sirul definit prin

X, =f(x,). Vom arata ci (x,)

n+l

.y ©ste sir Cauchy.

Intr-adevar, avem:
d(x,.1%,) < qd (x,,%,.,),
d(xM, )<q”d(x1,x0),
(W, ) (1+q+ +q”')d(xl,x0).

Demd( X, poX ) —qd(xl,xo)

Sirul (xn )neN este atunci sir Cauchy si deci convergent.

Fie x = lim x,. Din x,,, = f(x,) si continuitatea functiei

f rezulti x*=f(x*). Daci yeX si y=f(y), atunci
d(y,x*)Sqd(y,x*) si deci y=x, adici x' este unic cu
proprietatea x = f (x) Din d(x,,,x,)<qd(x,,x,), rezultd
ca d(xn,xn+p)£(q+q2+...+q”)d(xn,xn71).

Deci d(xn,xwp)slid(xn,xn_l).

-9
Trecem la limitd dupd p 1in inegalitatea de mai sus si

obtinem d(xn,x*) < ﬁd(xn,xn_l).

Apoi din inegalitatea d(x,,,,x,)<q"d(x,,x,), rezultd ca:

d(x ,x <Ld X X _ Sq—d X,,X, ). Principiul contractie
_q n2n-1 1_ 1270

n’

este demonstrat. O
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Observatii.
1) In demonstratia precedentd s-a renuntat la analiza

cazului d(x,,x,)=0.

2) Daca 4 X este o multime inchisd, iar f': 4 — A este
o contractie, atunci teorema precedentd are loc pe spatiul metric
complet (A4,d) (X este spatiu metric complet).

2.4. Compacitate in spatii metrice

Definitie. Fie (X ,d ) un spatiu metric $i A < X .

Se numeste acoperire deschisa a multimii A orice familie
de multimi deschise a carei reuniune contine pe 4.

Familia (G,)_ este deci o acoperire deschisa pentru

multimea 4, dacd fiecare multime G, este deschisd si
Ac G .

iel !

O subacoperire a acoperirii (G,)_, este o subfamilie

l

(Gj )jej, J c I, astfel incat 4 Ujel G,.
Daca J este o multime finitd, se spune ca (GJ)A | este
Jje

subacoperire finita.

Definitie. Multimea A se numeste compacta dacd pentru
orice acoperire deschisa a sa exista o subacoperire finita.
Dacd 4= X, sespune cd X este spatiu metric compact.

Observatii.
1) In R, cu metrica generatd de modul, o multime este
compactd daca si numai daca este marginita si inchisa.
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2) In R”™, cu metrica generati de o normi, o multime este
compacta daca si numai daca este marginita si inchisa.

3) Intr-un spatiu metric orice multime compacti este
evident marginitd si vom demonstra cd este si inchisa.

4) Orice multime finitd este compacta.

5) Orice submultime inchisd a unei multimi compacte este
o multime compacta.

6) Orice reuniune finitd de multimi compacte este o
multime compacta.

7) Fie X o multime nevida si d(x,y)=1, daca x=y si
d(x,x)=0. In spatiul metric (X,d) o multime este compacta

daca si numai daca este finita.

Deoarece compacitatea unei multimi A4 se reduce la
compacitatea spatiului metric (A,d) se vor studia in continuare

spatiile metrice compacte.

Definitie. Se spune ca familia de multimi (F)iel are

1

proprietatea intersectiei finite, dacd pentru orice subfamilie
(F‘)‘ ,JCI,Jﬁnité,avemﬂ, F.#0.
jeJ jeJ J

J

Teorema 5. Un spatiu metric este compact daca si numai
daca orice familie de multimi inchise avdnd proprietatea
intersectiei finite are intersectia nevida.

Demonstratie. Afirmatia rezultd imediat din definitia
compacitatii utilizand relatiile lui De Morgan. U
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Definitie. Un spatiu metric se numeste secvential
(numarabil) compact daca pentru orice sir de elemente din acest
spatiu existd un subsir convergent.

Un spatiu metric X se numeste precompact daca pentru

orice &> 0 existd {a,,a,,a;,-+,a,} < X astfel incét
n
UJB(a.e)=X.
i=1

Observatie. Orice spatiu metric compact este precompact.

Propozitie. Orice spatiu metric secvential compact este
precompact.

Demonstratie. Sa presupunem, prin absurd, ca spatiul
metric (X ,d ) este secvential compact si nu este precompact.

Atunci exista & >0 si pentru orice multime finitd 4 < X avem
Xal|J _,B(a¢). Fie xeX si fie A={x}. Atunci
X @ B(x,,¢) si deci existd x, € X astfel incat d(x,,x)>¢. Se
ia apoi 4={x,,x,} sirezultd existenta unui punct x, € X astfel
incat d (x3,x2) > s d (x3,xl) > ¢ . Se construieste astfel un gir
(x,),., cu proprietatea d(x,,x,)>& (n#m). Dintr-un

asemenea §ir nu se poate extrage un subsir convergent, ceea ce
contrazice ipoteza. 0

Lema (Lebesgue). Fie (X ,d ) un spatiu metric secvential

compact §i (G[)i o acoperire deschisa pentru X . Atunci exista

el
>0 i pentru orice xeX exista i€l astfel incat

B(x,6)cG,.
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Demonstratie. Sa presupunem, prin absurd, cd in spatiul
secvential compact (X,d) exista o acoperire deschisd (G,) , si

pentru orice ¢ >0 existd x € X astfel incat B(x,g) < G, pentru
orice i € /. In particular, pentru £=1/n , existi x, € X astfel

incat, oricare ar fi i€/, avem B(x,,1/n)zG,. Fie, conform

si fie

nl1

ipotezei, (xnk )k , un subsir convergent al sirului (x,)

y=limx,, yeX. Deoarece (G,)., acoperd pe X, existd

Jjel asfel incat yeG,. Multimea G, fiind deschisa, exista

. 1 .

r>0 asa ca B(y,r)cG,. Fie n, eN astfel incat —<§ si
1y

d(xnk,y) <r/2. Atunci avem B(xnk,l/nk ) < B(y,r), iar din

B(y,r)cG, rezultd B(xnk,l/nk) cG,, ceea ce contrazice

relatia B(x,,1/n) 2 G.. O

Observatie. Lema precedenta aratd cd pentru a acoperi
spatiul nu sunt necesare din (G‘)id acele multimi care au

1

diametrul mai mic decat 2¢.

Teorema 6. Un spatiu metric este compact daca §i numai
daca este secvential compact.

Demonstratie. Fie (X,d) un spatiu metric secvential

compact si (G.)ie] o acoperire deschisda pentru X . Conform

1

lemei lui Lebesgue, existd ¢ >0 astfel incat pentru orice x € X
existd i(x)el astfel incat B(x,&)c G, - Deoarece, conform



Spatii metrice 25

propozitiei de mai sus, spatiul X este precompact existd
{xl,xz,xS,---,xn}cX astfel incat Uzle(xk,g):X, iar din
B(x,g)cGl.(x) rezultd ca Uk=1Gf(xk) =X . Pentru acoperirea
(G,)._, existd deci o subacoperire finitd, adicd X este compact.
Reciproc, fie (X,d) un spatiu metric compact si (x,)
un sir in X . Fie 4, ={x, :m>n}. Familia de multimi inchise

{A_n} are proprietatea intersectiei finite, iar din ipoteza si
neN

teorema 5 rezultd cd ﬂ A #@ . Fie ze ﬂ A, . Atunci:
neN neN

B(z1)N4#2 = 3n>1,d(x,.z)<l,
B(z,1/2)N4, #@ = 3n,>n,, d(x,.z)<1/2.
Se construieste astfel un subsir (xnk )kzl astfel incat
d(xnk,z)<1/k, deci khgglo x, =z. Spatiul X este secvential

compact, ceea ce incheie demonstratia. U

Corolarul 1. Fie (X,d) un spatiu metric. Multimea
Ac X este compacta daca §i numai dacda pentru orice §ir

(an )neN din A exista un subgir (ank )keN si exista ae€ A astfel

incat lima, =a.

k— o

Demonstratie. Faptul ca spatiul metric (4,d) este

compact inseamna compacitatea multimii A4 . U

Corolarul 2. Orice multime compacta este inchisa.
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Definitie. O multime dintr-un spatiu metric se numeste
relativ compacta daca inchiderea ei este compacta.

Corolarul 3. Multimea A este relativ compacta daca si
numai daca pentru orice sir din A exista un subsir convergent.

Demonstratie. Dacd A4 este compacta, atunci, conform
corolarului 1 pentru orice sir din 4 existd un subsir convergent.

Pentru afirmatia reciproca, fie (,) . unsirin 4. Exista

neN
atunci x, €4, d(x,,y,)<l/n. Conform ipotezei, existd un

subsir (x

M

)k . Sl x € A astfel incat limx =x.

ko

Atunci klim Y, =X siseaplica corolarul 1. U

Teorema 7. Un spatiu metric este compact daca si numai
daca este precompact §i complet.

Demonstratie. Un spatiu metric compact este secvential
compact, de unde rezulta imediat ca este complet.

Reciproc, fie (X,d) un spatiu metric precompact si
complet. Vom arata ca este secvential compact. Fie un sir
(x,) , din X Pentru &=1/2", existd {a,a,,",a,} = X astfel
incat ULB(“:”I/ 22):)( . Existd atunci un subsir
X115 X150ttt Xy, astfel incdt d(x,,,x,,)<1/2. Pentru & =1/2°,
existd un subsir al sirului precedent x,,x,,":-,x,,, -, astfel

incat d(x,,,x,,)<1/2° si asa mai departe. Atunci (x,m) | este

nx

un subsir al sirului initial si d(x,,.x,,,,)<1/2". Rezultd ci

nn?’
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(x,m) , este sir Cauchy, deci convergent. In concluzie (X,d)

este secvential compact si teorema este demonstrata. U

2.5. Exerecitii

1) EcF = 6(E)<S(F).
2) 8(E)=0 < E sereduce la un punct.

3) Reuniunea a doud multimi marginite este marginita.

4) Intersectia a doud multimi deschise este deschisa.

5) Reuniunea oricarei familii de multimi deschise este
deschisa.

6) Oricare multime inchisd este intersectia unui gir
descrescator de multimi deschise.

7) Oricare multime deschisd este reuniunea unui sir
crescator de multimi inschise.

8) Care este frontiera unui interval din R ?

9) Care este frontiera multimii Q in R ?

10) Fie ]R[x] multimea functiilor polinomiale organizata

ca spatiu metric cu d(p,q)= sup‘p(t)—q(t)‘. Sa se arate ci
te[0,1]

(R[x],d) este de categoria I Baire.

11) Fie f:[a,b]—[a,b] o functie derivabild pentru care
f’(x)‘ <q (x € [a,b]). Si se arate
ca pentru f se poate aplica principiul contractie.

12) Fie pe RxR aplicatia definitd prin:

v

= R).
d(x,y) 2 1+|x—y| (x,ye )

existd ¢ €(0,1) astfel incat
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Sé se arate ca d este o distanta pe R si sa se determine
sirurile convergente, multimile marginite si multimile compacte
in (R,d). O-=



3

SPATII BANACH!'

3.1. Spatii liniare normate. Proprietati de baza

Notam cu K corpul numerelor reale R sau corpul
numerelor complexe C.
Fie X un spatiu liniar peste corpul K.

Definitie. O aplicatie || ||:X — R se numeste norma pe

spatiul liniar X daca satisface urmatoarele axiome:
1) ||x|| =0 = x=0;
i) <l 4] (rrex);
1i1) ||ax|| = |a|||x|| (a eK,xe X) .

Observatii.
D =0 < x=0.Din |ax|=|a|x| rezulta o] =

adicd, x=0 = [x|=0
2) |l =l (xex)s
3) ||x|| > O x € X) . Rezulta din 0= ||x—x|| < ||x|| +||—x|| .

! Stefan Banach (30 martie 1892 - 31 august 1945).
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In concluzie, o normd pe un spatiu liniar (real sau
complex) X este o aplicatie xH”x” a lui X 1in intervalul

[0,00) al dreptei reale.
Propozitie. ‘ (e ‘ <|x—y| (xyeX).

, deci

Demonstratie. Avem |x| = |x—y+y||<|x—y|+|y

||x||—||y||£||x—y , pentru fiecare x,ye X . Prin simetrie, avem
[l =l <1y = adica (= []) < =51
Deci, ||~y <[x-¥] (xyex). O

Exemple.

1) Cele mai simple exemple de norme sunt modulul (sau
valoarea absoluta) | | pe R si modulul | | pe C.

2) Pe spatiul liniar n-dimensional K", o norma este
definitd prin ||x||:(Z:k:1

Aceasta este numitd norma euclidiana.
3) Fie my spatiul liniar al tuturor sirurilor marginite

(x = {an}jzl) >

H\1/2
xk|) , unde x=(x1,x2,x3,---,xn).

{@,}”, din K. Daca definim |x|=sup
neN

a}’l
atunci || || este norma.
4) Pe spatiul liniar ¢, al tuturor sirurilor x={q,}” de

este

. . - . 0
elemente din K, cu proprictatea ca seria Z,H a,

o0

convergentd, o norma este definitd de ||x|| = z

a

n=1l"nl"
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5) Fie Cg([0,1]) spatiul liniar al tuturor functiilor

continue f:[O,l]—)K. Definim o normad pe Cy ([0,1]) prin
/] =max]|7 (¢) (€ Cx([0.1])).

t0,1]

Definitie. Un spatiu liniar X pe care a fost fixata o norma
|| || se numeste spatiu liniar normat. Un spatiu liniar X normat

)-

Un spatiu liniar normat este numit spafiu liniar normat
real sau spatiu liniar normat complex, dupa cum corpul
scalarilor este R sau C.

cu norma || || se noteaza (X,

Teorema 1. Oricare spatiu liniar normat (X , |) este
spatiu metric in raport cu distanta definita de d(x,y) = ||x—y||

pentru oricare x,y € X .

Demonstratie. Verificam conditiile din definitia distantei.
Conditia d(x, y) =0 este echivalentd cu conditia ||x— y|| =0,

deci x=y. Este evident ca d(x,y):d(y,x). Fie x,y,ze X .
Atunci d(x,y)=||x—y||S||x—z||+||z—y||=d(x,z)+d(z,y). 0

Observatie. Din egalitatiile, adevdrate pentru oricare
X, y,zeX, d(x+z,y+z) :Hx+z—(y+z)u:||x—y||:d(x,y)

rezultd ca metrica d definitd de o norma || || este invarianta la

translatie, adica d (x+z,y+z)=d(x,y) (x.y,z€X).
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Metrica d, definitd mai sus, se numeste metrica (sau
distanta) asociata normei || ||

Nota. Toate notiunile si toate rezultatele expuse pentru
spatii metrice sunt valabile §i pentru spatii liniare normate.

Reamintim, in termenii normei, unele notiuni si rezultate
de la spatii metrice.

Bila deschisa, bila inchisa, sfera cu centrul x, € X si de
razd r >0 sunt definite, respectiv, de multimile urméatoare:
B(xo,r) = {x eX: ||x—x0|| < r} ,
B*(xo,r) = {x eX: ||x—x0|| < r} ,
S(xo,r) = {x eX: ||x—x0|| = r} .
Denumirile de bila unitate deschisa, bila unitate inchisd,

sfera unitate se referd la bila deschisa, bila inchisd, respectiv
sfera cu centrul in originea spatiului si de raza » =1. Adica,

B(0,1)= {x eX: ||x|| < 1} este bila unitate deschisd,
B(0,1)= {x eX: ||x|| < 1} este bila unitate inchisd,
S(O,l) = {x eX: ||x|| = 1} este sfera unitate.

Fie 4 o multime dintr-un spatiu liniar normat X .
Multimea A se numeste multime deschisa daca, pentru oricare

x € A, exista o bila deschisa B(x,r) (cu centrul in x si de raza

r>0) astfel incat B(x,r)c 4.
Fie {xn}w

n=l1

un sir din spatiul liniar normat (X ,

||) . Sirul

0 . . . . . ~ . .
{x,} , are limita x € X , si se scrie limx, = x, daca si numai

n—»0



Spatii Banach 33

daca lim |x, —x||=0. Spunem ca sirul {x,} " convergela x sau

n— o
9 . 0 . . .
ca girul {x,| este convergent si are limita x. Convergenta

astfel definita este numitd convergenta in norma.

Pentru ca o multime A4 dintr-un spatiu liniar normat X sa
fie multime inchisa este necesar si suficient ca limita oricarui sir
convergent de elemente din 4 sa apartind multimii 4.

Pentru ca o multime A4 dintr-un spatiu liniar normat X sa
fie relativ compacta este necesar si suficient ca din oricare sir de
elemente din A4 sd se poatd extrage un sir convergent (catre un
element din X ).

Sirul {x,}” se numeste sir Cauchy daci oricare ar fi
£>0, existd un numar natural N (&) astfel incat n,m > N(¢)

implici |

x,—x,|<e.

Propozitie. Fie (X ,

||) un spatiu liniar normat, fie
{xn}:;l un §ir de elemente din X . Daca {xﬂ}::l este un sir

v . © .
convergent catre un element xe X, atunci {xn} este sir

n=l1

Cauchy.

Demonstratie. Intr-adevar, fie {x,}” un sir convergent
catre un element x e X . Atunci pentru fiecare & >0, exista
N(¢) astfel incdt n>N(e) implica ||xn —x||<8/2. Daca

n,m> N (&), atunci:

adicd {x,}” este sir Cauchy. [J

%, =%, =[x, =t x [ <, =] - < e
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Observatie. [ntr-un spatiu liniar normat, nu orice gir
Cauchy este convergent.

Justificare. Fie spatiul liniar s, al tuturor sirurilor cu
elemente nule de la un anumit rang (depinzand de sir), organizat
ca spatiu normat cu ||x|| = sup{|an| n=1, 2,3,---} , unde
x:{an}:):l' Slml {xn}:;li xn :(19%,“'5%,0909"') este SII'

Cauchy, dar nu este convergent. []

Propozitie. Norma unui spatiu liniar normat (X ,

)

este functie continud.

Demonstratie. Fie {x,}” <X un sir convergent la un

element xe X, adica lim ||xn —x|| =0. Din inegalitatea

n—» 0

|Jx |- xl| <[x, = x| rezultd lim |x, —x| =0, care implica

n— o0

lim || =[] O

n—> o

Propozitie. Fie (X ,

|) un spatiu liniar normat. Daca

limx, =x gi nli_r)llyn =y sidaca lim a, =a, atunci

n—>0 n—> o0

lim(x,+y,)=x+y si lim(a,x,)=0ax.

n-n
n—>®0 n

Demonstratie. Din ipoteza si din inegalitatea
‘(xn +yn)—(x+y)H < ||x,7 —x||+ Y,—y

rezultd lim H(xn +yn)—(x+y)H =0, adica lim (x,+y,)=x+y.

n—>®0

b

De asemenca, avem:
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2

a,(x,—x)-(a,—a)x

a, ~ |

ax,—a| =

<

an

x, — x|+
de unde rezulta lim (a,x,)=ax. O

n—> 0

Este evident ca bila deschisa este inclusa in bila inchisa cu
acelagi centru si aceeasi raza. Urmatoarea proprietate nu este
valabild in orice spatiu metric.

).

Propozitie. Intr-un spatiu liniar normat (X ,

inchiderea bilei deschise B(x,,r) este bila inchisd B (x,,r).

Demonstratie. Fie yeB'(x,r) cu proprictatea
|y—x,|=r. Fie {¢,}", un sir de numere cu proprictitile

0<eg, <1 (n:1,2,3,---) si limeg =0.

Notam x, =¢,x,+(1—-¢,)y (n=12,3,---) si observim

ca lim x, = y. Deoarece

n—> 0

%, =% =+ (1=2,) v = x| = (1=2,)ly=x | <7,

rezultd cd x, € B(xo,r) (n = 1,2,3,---) .

Deci y € B(x,,r).

Reciproc, daca yeB(xO,r), atunci existd un sir de

elemente {x,} < B(x,,r) astfel incit limx,=y. Atunci

n— o
hln ||‘(n ‘(0” ||y ’(O” °
n—> o0

Dar ||xn —x0|| <r implicd lim ||xn —x0|| <r.

n—>®0
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Deci ||y—x0|| <r,adica ye B*(xo,r) .
Astfel, am demonstrat ca B(x,,r) =B (x,,r).
Pe baza acestei propozitii, bila inchisi B"(x,,”) o vom

nota prin B(x,,r). O

O multime A4 dintr-un spatiu liniar normat este marginita
daca sup|x|| <.
xed

Observatie. Echivalenta acestei definitii cu aceea din
spatiile metrice se arata in felul urmator.

Justificare. Dacad A4 este marginitd, atunci diametrul
5(/1) = sup ||x—y|| <oo. Reciproc, dacd 5(A) = sup ||x —y|| <0,

x,yeA x,yeA

atunci, pentru fiecare ye 4, din ||x||£||y||+

<||y||+5(A)<oo. U

|x - y” rezulta

sup ||x
xeA

[): o

multime A este marginita daca §i numai daca pentru orice §ir

Propozitie. Intr-un spatiu liniar normat (X ,

(an )n de elemente din A si pentru orice §ir de numere (/”tn )n cu

limA, =0 avem limAa, =0. [

n—> n—>0

Demonstratie. Intr-adevar, dacd multimea A are
proprietatea din enunt si dacd am presupune ca este nemarginita,

ar exista un sir {a,}” de clemente din 4 astfel incat ||, | > n*.

1 o
—a,|>n, ceea ce contrazice ipoteza. []

n

Atunci
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) si

|Y) peste acelasi corp K se numesc izomorfe ca spatii

Definitie. Doud spatii liniar normate (X ,

"

liniare normate dacd existd o bijectie liniarda U: X — Y asfel
incat HU H —||x|| xeX

Definitie. Doua norme || ||l si || ||2 definite pe un spatiu
liniar X' se numesc echivalente daca existd a >0 si f >0 asfel
it ald], <[], < A, (xex).

Propozitie. Doua norme || || , §i || ||2 definite pe un spatiu

liniar X sunt echivalente daca §i numai daca aplicatia

identitate I:( , 1)—)(X, |2) I(x)zx (xeX) este
homeomorfism.
Demonstratie. Daca [: (X, |1) - (X, |2) este

continud, atunci este continud in x=0 si deci oricare ar fi
<7 implica ||x|| ,< & . Pentru

x#0 avem =1 si deci <g, adica

/-
Al

,» relatie valabila g1 pentru x=0.

X
<l

EEEE

Aplicatia /™' fiind, de asemenea, continui va rezulta ci
|1£ 7||x|| , §l, prin urmare, cele doud

norme sunt echivalente.
Reciproca este evidenta. [
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3.2. Spatii liniare normate de dimensiune finita

Teorema 2. In spatiul liniar m-dimensional R" orice
doua norme sunt echivalente.

Demonstratie.  Fie ||x||w = max{|xl.| i=1,2,3,-- -,m} ,
x=(x,x,x,)eR" si fie || || o normi pe R”. Fie
X:(R’”, ”@) si Y=(]R’”, ||) Atunci este evident ¢ in X,

limx" =x in sensul normei dacd si numai dacid
© 9

n—0

lim xi(n) =X (l = 19 29' : 'am) > unde x(”) = (-xl(")axz("),' . -,xm(”)) $1

n—> o0
x=(x,x,,x,).

Deoarece In R o multime este compactd dacd si numai
dacd este marginitd si inchisa, din obervatia precedentd rezulta

¢ in X:(R’",

||w) o multime este compactd dacd si numai

dacd este marginitd si inchisa. (S-a folosit faptul ca in spatii
metrice  compacitatea este echivalenta cu secvential
compacitatea). Rezulta ca multimea 4= {x eR” :||x||w = 1} este
compactd in X .

Fie ¢:X —>Y aplicatia identicd ¢(x)=x. Tot din

observatia referitoare la caracterizarea convergentei in X,
rezultd cd ¢ este continud. Exista atunci M >0 astfel incat:

|o(x)| <M, (xeR") (3.2.1)
Multimea A fiind compactd, iar ¢ continud, rezulta ca (p(A)
este compacta, adicd A4 este compactd in raport cu || || Atunci

A este inchisd in ¥ sideci X \ 4 este deschisa in raport cu || ||
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Cum 0e X'\ A4, rezulta ca exista » >0 astfel incat:

{xe]R’": x||<r} g{xe]R'" ||x||3c <1}U (3.2.2)
U{x eR": |x||0o > 1}

Vom arata ca:

{xeRm :||x||<r} g{xeR’”: x||°o <1} (3.2.3)

Sa presupunem ca exista y, ze R" cu ||y|| <r, z|| <r si
v, <1,

Atunci functia definitd de g(a)z”ay+(l—a)z”w este

z||m>l.

continud pe [0,1] , g(l) <1, g(O) >1 si din proprietatea lui
Darboux rezultd ci existd a €(0,1) asfel incat g(a)=1, adica

Hay +(1 — a)z”w =1. Aceasta contrazice insa relatia (3.2.2) caci

Hay +(1 —a)z”w <r. Are loc deci relatia (3.2.3), de unde rezulta

ca ||x||oo Sz”x” (x € Rm) . Din (3.2.1) rezultd atunci ca normele
r

|| ”w si || || sunt echivalente. [J

Corolar 1. In orice spatiu liniar finit dimensional X,
orice doua norme sunt echivalente.

Demonstratie. Fie X un spatiu liniar de dimensiune n
peste corpul K si fie ¢: K" — X un izomorfism algebric. Daca
p sl g sunt norme pe X , atunci po¢@ $i gog sunt norme pe
K", care conform teoremei precedente sunt echivalente. Rezulta
canormele p si g sunt echivalente. [J
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Observatie. Un spatiu liniar X este de dimensiune finita
daca gi numai daca orice doua norme pe X sunt echivalente.

Justificare. Intr-adevar, daca pe X orice doud norme sunt

echivalente si daci {e, |

., €ste o bazd algebrica in X, atunci pe
X se considera normele:

p(x)=Dal, x=Y ae,

iel iel

ai|:lel}, x:Zaiel..

iel

q(x)= max{

Din echivalenta acestor norme rezultd ca dim X <oo. [J

Corolar 2. Fie X si Y spatii liniare normate, X de
dimensiune finita si U:X —Y o aplicatie liniara. Atunci U
este continua.

Demonstratie. Fic {¢,e,,e;,--,¢,} 0 bazi algebricdin X
si p(x):max{|al.|:i:1,2,---,m}, x:z:;al.el. . Norma p este
atunci echivalentd cu norma initiala din X . Notand cu || ||

norma din Y avem HU(x)HS iHU(eI )H-p(x), de unde rezulta
=1

ca aplicatia U este continua. [

Corolar 3. Orice subspatiu liniar de dimensiune finita al
unui spatiu liniar normat este inchis.

Demonstratie. Un subspatiu liniar de dimensiune finita,
fiind izomorf ca spatiu liniar normat cu K" este spatiu Banach
si este deci inchis. [
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Teorema 3 (Teorema lui Riesz). Un spatiu liniar normat
este de dimensiune finita daca si numai daca are o vecindtate
compacta a originii.

Demonstratie. Presupunem ca in spatiul liniar normat X
existd V' o vecindtate compactd a originii. Pentru orice xe X,
multimea x+4Int}) este o vecinatate deschisa a lui x. Familia

{x+%lntV}er este o acoperire deschisd pentru V i existd

atunci o subacoperire finitd V' U;(xi +1IntV). Atunci
ch(xﬁévj. (3.2.4)
i=1
Fie Y spatiul liniar generat de {xl,xz,---,xn} . Vom ardta

cd Y=X si pentru aceasta vom demonstra cd V' < Y. Daca
vel ,din(3.2.4)rezultaca v=x,+Jw,unde wel .

Repetand descrierea precedenta pentru w rezultd ca
V=1x, +%xk +%z ,unde zeV .

Prin inductie, obtinem:

v=yk+%zk, (3.2.5)

unde y, €Y, z, €V si k=1.
Multimea V' este compactd, deci marginitd si atunci

1 . . A A
khm 2_ka =0. Din (3.2.5) rezulta ca khm ¥y, =V si, intrucat Y

este inchis (ca subspatiu de dimensiune finitd), rezultd V' Y.
Atunci ¥ =X sideci dimX <.
Reciproca rezultd din teorema 2. [
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Teorema 4. Fie X un spatiu liniar normat, Y ¢ X un
subspatiu de dimensiune finita si x € X . Atunci exista z€Y

astfel incat ||x - z|| = inf{”x—y” (ye Y} )

o0

Demonstratie. Fie d =inf{|x—y|:y Y| si {»,}
d<|x-yl|<d+1/n. Sirul {y,}"

n=1

1CY,

n=
fiind marginit, iar Y finit
dimensional, existd un subsir convergent cédtre z Y .

Atunci ||x—z|| =d. [J

Exerecitii.

1) Fie X wun spatiu liniar normat. S& se arate ca
urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

i) dimX<oo;

11) orice normad pe X este continud;

ii1) orice functionala liniard pe X este continud;

1v) orice subspatiu liniar al lut X este inchis;

v) din orice sir marginit de elemente din X se poate
extrage un subsir convergent.

2) Un spatiu liniar normat X se numeste strict convex
daca ||x|| = ||y|| =1si ||x+y|| =2,atunci x=y.

Sa se arate ca daca X este stict convex, atunci elementul
z din teorema 4 este unic.
3.3. Produs cartezian de spatii liniare normate

Demonstram mai intdi inegaliatea Ilui Hélder i
inegalitatea lui Minkowski.



Spatii Banach 43

Lema. Daca a,f, p,q sunt numere reale cu proprietdtile

1 1
urmatoare: a>0,>0,p>1,q>1 si —+—=1, atunci
P 9
p q
a,BSa—+—.
2

Demonstratie. Consideram functia reald de variabila reala
tl’ -q
f(=+1 (1>0).
P q

Derivata acestei functiei este f '(t) <t - ki
f'(1)=0.

Observam ca f”(1)<0 daca <1 si f'(¢)>0 daca t>1.

Deci, functia f* are o valoare minima: f(1)=1.

Calculim  f(t) pentru t=a’p"” si obtinem
urmatoarele egalitati:

1 =f()<f(a"p)
1

— _ap/qﬂfl +la71ﬂq/p
p

1 | |
:_[_aq 1+_ﬂp IJ
ap\ p q

:L(laulﬂq}
af\ p q
p q
De aici rezulta ca aﬂéa—+’8— . g
P q
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Propozitie. Daca «, 20,0, 20, k=1,2,3,---,n §i daca

I 1
p>1si q>1 au proprietatea —+—=1, atunci
V2

n n l/p n 1/q
Zakﬁk S(Zakp) '(Zﬂkqj :
k=1 k=1 k=1

(Inegalitatea lui Holder)

Demonstratie. Pentru demonstratie consideram cazul
cand cel putin un numar ¢, # 0 si cel putin un numar £, #0.

. . a’  p
Daca 1n inegalitatea off <—+— punem:
2

o= % T si f= Ll/q,
2]

5o

atunci obtinem inegalitatea urmatoare:

A a,” B!
" /p " I/q < n /p + n g *
[Zak”j '(Zﬂkqj p(Zak”j Q(Zﬁkqj

k=1
insumém aceasta expresie in raport cu k£ si avem:
Vp l/q
k=1

De aici rezulta znegalztatea luz Holder. [
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Propozitie.  Dacd  a,>0, 8,20 (k=1,2,3,---,n),

I 1
p>l,g>1si —+—=1, atunci
Y2

Sy (5] (5]

(Inegalitatea lui Minkowski)

Demonstratie. Folosim inegalitatea lui Holder si obtinem:

n

Z(ak + 5, )p = kzn:,(ak + B, )pil (ak +ﬂk)

o
n
:Z(ak+ﬂk " ak+z ak+IBk " lﬂk
oy pam

n = p
S[ (ak+ﬂk)(pl)”p‘j (Zak‘”j +
n RCPUN
+[ > (e + ﬂk)(’”)wj [Z ﬂkpj _
n %1 n Vp n 1/p)
_( - (ak+ﬂk)pj HZ%”J +( 4 ﬁkpj
Deci, _
n l—p I/p n p
|:Z(ak +ﬂk } l:(zak j +(Zﬂkp ]

Astfel rezultd inegalitatea lui Minkowski:

i o] (5]

k=1
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Produs cartezian de spatii liniare normate

Fie X,,X,,---, X, spatii liniare peste acelasi corp K.

Prin definitie, produsul cartezian al spatiilor liniare
X,,X,,--,X, este spatiul liniar produs X = HZ:1 X, , definit
astfel:

Z:le =X, xX,x---xX, :{x:(xl,xz,---,xn):xk € Xk} ,
cu operatiile algebrice:

x+y:()c1 + VXt VX, +yn) (x,yeX),
ax=(ax,ax,,--,ax,) (aeK,xeX),

unde x:(xpxza"'axn)a y:(yl’yzﬂ'”’yn)9 X Vi e‘Xvk'

HEA L)%,

spatii liniare normate peste acelasi corp K, atunci expresiile:
[, = max[lx .

1<k<n

n Yp
M, =Sl | (2

definesc norme echivalente pe spatiul produs X = HZ=1 X, .

Teorema 5. Daca (Xl,

|n) sunt

Demonstratie. Fie x,ye X si oK. Verificdim ca

expresia ||x|| , = max xk|| , defineste o norma pe spatiul produs.

1<k<n

Daca ||x||0 =(0=max

X
1<k<n k

e atunci rezultd imediat ca x=0.

De asemenca, avem:

Jeex], = max x|, =]a

X[, =led ] -
1<k<n kil & 0

max

1<k<n
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Apoi, avem:
e+ 3], =max|x, + ],
<max (x|, +[,)
< max(fu ], + max|],
<[], +Iot,

i
Demonstram ca ||x||p=(zlz_l ||j) ’ verifica, de

asemenea, axiomele normei.
Este usor de verificat ci ||x||p:0 implica x=0 si

], =[], -
P P

Folosind inegalitatea lui Minkowski demonstram
inegalitatea triunghiului ||x+ y||p < ||x||p + || y||p .

Avem:
el =(Z0 +nH)
<(Zr (b))
,, »\V/P
S(Zkzl k ) +(Zk:l ”)
=, +l5,-
Se poate verifica usor cd normele || || , S || ||p sunt
echivalente.

Spatiul liniar produs X =HZ=1X ., hormat cu una din

normele definite mai sus este numit spatiul normat produs al
spatiilor liniare normate X, (k = 1,2,3,---,11). O
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3.4. Spatiu liniar normat cat
Fie X un spatiu liniar normat peste corpul K.

Propozitie. Daca X, este un subspatiu liniar al unui

spatiu liniar normat X , atunci inchiderea sa X, este subspatiu
liniar inchis al lui X .

Demonstratie. Dacd x,yeX, si {x,}" ., {»,]", sunt

siruri din X, astfel incat limx =x si limy =y, atunci

n—> n—>®0

ax+ py = lim(axn+,3yn)eyo, Va,feK. U

Propozitie. Fie X un spatiu liniar normat si X, un
subspatiu liniar inchis al lui X . Fie X/ X, spatiul liniar cdt al

lui X prin X,. Atunci expresia ||fc||=inf x|| (fceX/Xo)

XEX

defineste o norma pe spatiul liniar cit X/ X, .

Demonstratie. Fie ||fc||=0 Atunci exista x, €X

(n=1,2,3,---) astfel incat lim||xn||=0. Deoarece X, este

n—>0

subspatiu liniar inchis, clasa x =x+ X este multime inchisa in

A

X . Astfel rezultd ca limx, =0 e x. Deci x=X,=0.

n—»0

Fie %,7 € X/ X, . Atunci, pentru orice & >0, existd x, € X
H+e si |y <[l
rezultd ca ||)2+)7|| < ||x0 +y0|| < ||x0|| +||y0|| < ||fc||+ ||f/||+ 2¢. Deci

%+ 3l <[5+15-

si y, €y astfel incat ||x0||< +¢&. De aici
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Conditia |ax|=|d||f] (€K, 2eX/X,) se verfica
imediat.
Spatiul liniar cdt X/X, al lui X prin X,, normat cu

norma ||fc|| =inf x|| (¥=x+X,) se numeste spafiu liniar

xex

normat cat (al lui X prin X;). O

Observatie. Aplicatia x — X este continua.

3.5. Spatii liniare normate separabile
Fie X un spatiu liniar normat peste corpul K.

Definitie. Un spatiu liniar normat X se numeste separabil
daca existd o mutime numarabila 4 — X astfel incat 4= X .

Daca X este un spatiu liniar normat separabil, atunci
existd o submultime numadrabila 4 c X cu proprietatea ca

pentru oricare element x € X , existd un sir {an}il de elemente

din multimea A astfel incat x=lima,.

n—o

Propozitie. Daca X este un spatiu liniar normat de
dimensiune finita, atunci X este separabil.

Demonstratie. Consideram cazul cind X este spatiu liniar
normat real de dimensiune m .

Dacd E ={e,e,,-,e,} este o baza algebricd in X , atunci

multimea A:{x:(ql,qz,m,qm)E:qkeQ (k:l,2,---,m)} este

numarabild si densain X. [
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Definitie. Fie X un spatiu liniar normat. Un sir {e,}” de
elemente ale lui X cu proprietatea ca oricare element x € X se

: - A . 0
reprezinta in  mod unic sub forma x=zn_1 ae.,

a, €K, (n=1,2,3,-) se numeste baza Schauder a spatiului X .

Exemplu. Spatiul liniar normat ¢, are o bazd Schauder

{e,}” ,unde e, = {é'kn}w > cu g, este simbolul lui Kronecker:

5,=1,0,=0,n%k.

Teorem 6. Daca X este un spatiu liniar normat care
admite o baza Schauder, atunci X este spatiu liniar normat
separabil.

Demonstratie. Consideram cazul in care spatiul liniar
normat X este real.

Fie {e,}” obazi Schauder a spatiului liniar normat X .

Notam A= {x = Z:lqkek g, €Q (k= 1,2,---,n)} . Este
evident cd multimea 4 este numarabila.

Demonstram ca multimea A este densd in spatiul liniar

. 0
normat X . Fie xe X, x=)» a.e,.

- - n . .
Daca notdm x, = ZH a,e, ,atunci limx, =x.

n—>®0

Pentru fiecare n, fie ¢q,,9,.">9,1,-9,€Q cu

proprietatea ca ‘an —ak‘ < 1/(n2 le.])). (k=1,2.3,--,n).

~ ~ n . .
Daca notam y,6 = 11 9nk€ > atunct avem  y, ed si

=0.

||yn -x [ < Zz:l‘an —akmek” <1/n. Deci nh_r)ri”yn -X,
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Din inegalitatile ||yn—x||S|
lim |y, —x|=0. O

n— o0

V, =X, +||xn —x|| rezulta

Exemplu. Spatiul liniar normat /,, fiind cu baza
Schauder, este spatiu liniar normat separabil.

3.6. Spatii Banach
Proprietati elementare
In teoria spatiilor liniare normate, cele mai importante

rezultate se obtin in cazul cind este Indeplinitd conditia de
completitudine.

. . - . 0 . .
Reamintim ca un sir {xn}”=1 de elemente dintr-un spatiu

liniar normat (X , ||) se numeste sir Cauchy daca oricare ar fi

>0, exista un indice N(g) astfel incat n,m > N(e) implica
x, = x| <.

Intr-un spatiu liniar normat oricare §ir convergent este §ir
Cauchy, reciproc nu este adevarat.

Definitie. Un spatiu liniar normat X 1in care oricare sir
Cauchy este convergent se numeste spatiu liniar normat complet
sau spatiu Banach.

Observatie. Proprietatea de completitudine se pastreaza
pentru submultimile inchise.
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Propozitie. Oricare subspatiu inchis al unui spatiu
Banach este spatiu Banach.

Demonstratie. Oricare sir Cauchy de elemente dintr-un
subspatiu liniar Inchis al unui spatiu Banach este sir convergent
catre un element din spatiul Banach.

Deoarece subspatiul liniar este inchis, limita sirului
apartine subspatiului.

Deci, subspatiul liniar inchis este complet. [

Definitie. Fie (X,

||) un spatiu liniar normat, {x,}” un
sir de elemente din X si s, =x+x,++x, (n=123,).

. - . . . ©
Daca exista lims =se X, atunci seria Z,Hxn se numeste

n—>®0

. ~ . . 0 .
serie convergentd. Elementul s este suma seriei E X, §lse
- o0
noteaza s = E X, .
n=l""

Sirul {Sn}:=1 se numeste sirul sumelor partiale.

Dacd sirul sumelor partiale nu este convergent, atunci
seria se numeste divergentd.

. o0
Daca seria Z’H|

x,|| este convergentd, atunci seria

© -~
Zﬁxn se numeste absolut convergenta.

Pentru a determina daca un spatiu liniar normat este
complet avem urmatorul criteriu.

Teorema 7. Un spatiu liniar normat (X, ||) este spatiu

Banach daca §i numai daca oricare serie absolut convergenta
este convergenta.
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Demonstratie. Fie X este spatiu liniar normat complet si

n

0 . ~ ~
fie anlxn o serie absolut convergenta. Daca s,=)

n
7, =2l

Deci, dacd {o,}"

n=1

X s

, atunci ”Sn —Sm” < |0'n - 0'm| .

este sir Cauchy, atunci {s,} este sir

Cauchy.
Prin urmare, spatiul liniar normat X fiind complet, exista

. o v . 0 -
lims, =se€ X, adica seria ZH x, este convergenta.

n— 0

Reciproc, fie {x,}” un sir Cauchy in X . Atunci existd un

subsir {xk”}j astfel incat kan+1_xknu< (n=1,2,3,).

2n+1

~ ~ . @© ~
Rezulta ca seria Zn_Ika - X, H este convergenta.

n+l

Conform celor demonstrate in prima parte a teoremei,

4 4 . © - -
rezultd cd seria E 1(xk X ) este convergenta. Notam
n= n+ n

o)
X=X +Zn:1(ka —X; ) Deoarece:

Xk, +Z::‘(ka _xkn)zka (m22),

rezultd ci subsirul {xk }71 al sirului {x,}  este convergent.

Prin urmare, sirul {x,}” este convergent. [J

=1

Teorema 8. Daca X ,X,,--,X

n

sunt spatii Banach,
atunci spatiul liniar normat produs X =HZ=1X , este spatiu

Banach.

Demonstratiee.  Avem  de  demonstrat  numai

completitudinea spatiului X = HZ=1 X, .
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Fie {x’”}w un sir Cauchy din spatiul liniar normat produs

m=1

X =[], X, unde x" =(x,,.x,,.--.x,,), (m=1,2,3,---).

ml>m2> >V mn

Pentru fiecare &>0, exista N, astfel incat
Hx-"—ka<g,(j,k>N8), de unde rezultd ci Hxﬁ—xkiu<g,
(izl,2,---,n;j,k>N£). Atunci existd x, €X,, i=1,2,---,n,

asfet incat x, = lim x, ;.
k—©
Deci ijl.—xiuﬁg (i=12,--,n; j>N,).
Notam x =(x,,%,, ., ).
In concluzie, oricare ar fi >0, existd N, astfel incat
Hx’—xusg (j>N,),adicd limx"=x. O

m —» 0

Teorema 9. Daca X este un spatiu Banach si X, un

subspatiu liniar inchis al lui X , atunci spatiul liniar normat cat
X/ X, este spatiu Banach.

Demonstratie. Avem de demonstrat ~ numai
completitudinea spatiului X/X .

Fie {%,}” un sir Cauchy de elemente din X/X, .

Din acest sir se poate extrage un subsir {fck } astfel

n=1
ane lln . 1 ~123
et [ -5, |<<hr. (11230,
Din definitia normei in spatiul cat, rezultd cd exista

A 1
- X H <—, pentru

2 n

y,€X, —x,  astfel incat ||yn|| < ka

n+l

fiecare n=1,2,3,---.
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- - . © - .
Rezulta ca seria x, + Z,-:1 ¥, este absolut convergenta si,

deci, este convergenta in spatiul liniar normat complet X .

. 0 - - . A A A
Fie x=x, + zi_] », . Demonstram cé@ limx, = X, unde x

n—>0

este clasa elementului xe X . Fie s,=x, +Zj: y; (n22).

Este evidentca s, € %, ,

X —x” < ||sn — x|| .

Deoarece lims, =x,rezultdca limx, =xX.

n—» 0 n—» 0 n

Din inegalititile ||z, — %[ < chn -X H +H5&kn -X

, tinand

- A )OO . . o . A~ A
contca {,} " estesir Cauchy, rezulta ca lim%, =%. O

n—»
Familii sumabile in spatii Banach

Definitie. Familia {x,}  de elemente ale spatiului liniar

normat X se numeste sumabila daca exista xe€ X si pentru
orice £>0 existd o multime finitd H, c I , astfel Incat pentru

orice multime finitd H < /,H o H, are loc x—le. <eg.
ieH
Elementul x este atunci unic, se numeste suma familiei
{x},, sisenoteazi x=) _x.

Observatii.
1) Orice familie finitd este sumabild, suma din definitia
precedenta fiind cea algebrica.

2) Daca {x, _, este o familie sumabild, cu suma x, iar
f:1— 1 este o bijectie, atunci familia {x f.(l.)} este sumabila
: iel

sl are suma Xx.
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3) Daca {x|_, si {y]_ sunt familii sumabile, iar

a,B €K, atunci familia {ax, + By,}  este sumabila si avem:
Z{Otx[ +ﬁyi} = azxi +ﬂzyi .
iel iel iel
4) Familia de numere reale {x,} _ este sumabila daca si

este absolut convergentd; suma

n

numai dacad seria Z X
neN

familiei este suma uzuala a seriei.

5) Dacd familia {x,}  de elemente ale unui spatiu

neN

liniar normat este sumabild, atunci seria an este convergentd

sl ZneNx" :anlx” ’

6) O familie {x,} _, de numere reale pozitive este
sumabila dacd si numai daca familia sumelor finite
{Ziepxi Fcl,F ﬁnitd} este marginita.

Are loc:

le. :sup{le. :Fc],Fﬁnit&}.

iel iel

Definitie. Familia {x,|  se numeste familie Cauchy daca

el
pentru orice ¢ >0, existd o multime F, c/, F, finitd, astfel
incat, pentru orice multime H c [/, H finitd, cu proprietatea

HF, =2 avem HzieHxiH<g.

Observatie. Orice familie sumabila este familie Cauchy.

Teorema 10 (Criteriul lui Cauchy). Intr-un spatiu
Banach o familie este sumabila daca si numai daca este familie
Cauchy.
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Demonstratie. Fie {x| o familie Cauchy in spatiul
Banach X . Luand &=1/2" in definitia familiei Cauchy, se

construieste un sir {H,} de multimi finite, H, cH,, 1,

n+l

astfel incat avem urmétoarea implicatie:

HclI, H finita, H(H, =< implica HZIGH l‘ <—.

Fie s, —Zx Sirul s }nZl este sir Cauchy, deci

ieH,

convergent si fie x=lim s .

n—» 0
Atunci, familia {x,}  este sumabila si are suma x.
Am observat cd reciproca este adevarata chiar daca spatiul
nu este spatiu Banach. [
se numeste absolut sumabila,

Definitie. Familia {x,}

daca familia {||xl|| }id este sumabila.

Teorema 11. [ntr-un spatiu Banach orice familie absolut
sumabila este sumabila.

Demonstratie. Fie {x,} o familic absolut sumabila si

iel
Hc I, H finita.

Avem HZI.GH xiH <2l

Se aplica atunci criteriul lui Cauchy si rezultd ca familia

{x,}._, este sumabila.
Din HZI’EH xi” < ZieH
HZiel xiH B Ziel

|xl. || rezultd si  inegalitatea

x|
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Observatie. Fie X un spatiu liniar normat si {xi}iel 0
familie sumabild. Atunci {i€/:x, #0} este o multime cel mult
numarabila.

intr-adevar, multimea {iel:||x|>1/n} este finit

(n=1,2,3,). O

3.7. Exemple de spatii Banach

1) Oricare spatiu liniar normat finit-dimensional este
spatiu Banach.

||p) (p=1) al

P
a?‘l

2) Fie spatiul liniar normat (ﬁfé,

este

. . 0 . A A . ©
sirurilor x = {an}n:1 din K astfel incat seria Zﬁ
convergenta, unde norma este definita de:

W, (Dl (rerz)

n=1

Atunci (EH‘;,

|| p) este spatiu Banach.

Demonstratie. Faptul ci x i ||x| , este normd, rezulta din
inegalitatea lui Minkowski pentru sume finite.

Fie {x,}" ., x,= {anj}j; (n=1,2,3,---), un sir Cauchy din

spatiul /¢ . Fie £>0. Atunci existd un numar natural &, astfel

incat

X, —xm”p <e (nm>k,).

Rezulti ca i <¢g? (n,m>kg);

J=1

P
anj—amj‘
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in particular,

a,; —amj‘ <& (n,m>k,,j=12,3,--). Deci existd

o0

a, =}1£n a,, (j=123,).

T<gr (n>k,),

0
Fie x=(aj)/_21. Deducem ca Z a,,—Q;
. =

de unde rezultd cd x, —x e (% (n>k,). Astfel, avem x e (.

In concluzie, pentru oricare & >0, exista k,, astfel incat

X, —x||p <& (n>k,),adicd x=limx,. O

n—ow

3) Fie spatiul liniar normat (C]{g ([a,b]),

|) [a,b]c]R,
p=L12,3,---, al functiilor reale continue f:[a,b]—)R, care

admit derivate continue de ordinul k (ISkS p), cu norma
P
definita de ||f|| - ;g%gﬁ‘f(k) (1)‘ (f eCl ([a,b])).

Atunci (Cﬂ’g ([a,b]),

|) este spatiu Banach.

Demonstratie. Convergenta in norma a unui sir {f,}”  de

functii din spatiul (C{g ([a,b]),

|) este echivalentd cu
convergenta uniformi a sirului {fn(k) (t)}oo_1 (k=0,1,2,---,p).

Vom arita ci spatiul (C]{g ([a,b]),

|) este complet. Fie
{ f }:Ozl cCf ([a,b]) un sir Cauchy. Din urmatoarele inegalitati:
0701 A] (=012p). remi

pentru fiecare k&, sirul { fn(k)} converge uniform catre o functie
1

n=
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continua g,. De aici deducem imediat ca g,(¢)=g\ (),

(k=1,2,3,---,p), adica g, e C£([a,b]) siastfel g, = lim f,. [

4) Spatiul (Lfl'( ([a,b]),

spatiu Banach.

|p) ([a,b] cR,p2 1) este

Demonstratie. Reamintim, mai intai, cateva notiuni.
O functie f:[a,b] > K masurabild Lebesgue se numeste

p -integrabila daca functia | f |p este integrabild Lebesgue, unde
" () =[r @) (re[ap]).

Din inegalitatile:
|f+g|p S(Zsupﬂf

rezultd ca:
daca f si g sunt functii p -integrabile, atunci functia

3

g|})p32p(|f|p+|g|p)a

f +g este p-integrabila.
Rezulta, de asemenea, ca:
daca f este functie p -integrabila, atunci af (a € K)

este p —integrabila.

. : 1 1
Fie p>1si g >1, astfel incat —+—=1.
p q
P q
a
Atunci |af|< l-f-ﬂ (a,feK).
p q
Fie f si g doua functii.
Daca f este p -integrabila si g esteq -integrabila, atunci
fg este integrabila, deoarece:
17, Lel’

P
e =1/ ] g <= —+="
p q
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Dac4, in inegalitatea de mai sus, punem:

17 (2) ()

a= p si f= Vg >
[[ajb]‘f(t)‘pdt] [[ajb]‘g(t)‘th]
0 0

obtinem inegalitatea urmatoare:
Vp lq <
{ | \f(t)\pdt} [ | ‘g(t)‘thJ
[a.6] [a.6]

S VAC) S 10
p @) e g [ Je(of e
[04] [04]

Integram aceasta inegalitate si avem:

Tt

1/p 1/q
[[Ib]‘f(t)‘pdtJ '[[Hg(t)‘th} P q

a ,b]

de unde rezulta:
1/q

I/p
p q
I ‘f(t)g(t)‘dts[ f £ (2) dtj ( j g (1)) dt} .

[a] [a:] [a.]

(Inegalitatea lui Holder)

Fie f si g functii p -integrabile.

Atunci functia f+g este p -integrabila si | f+ g|p_l este
q -integrabila.

In continuare, folosind inegalitatea lui  Holder,
demonstrdm inegalitatea urmatoare:
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p 1/p

(Inegalitatea lui Minkowski)
Avem inegalitatile:
-1 -1 -1
[/ +el” =[/+el|f el <|/lr+el™ el el
Integrand si aplicand inegalitatea lui Holder, obtinem
inegalitatile urmatoare:

[Ib]|f(t)+g(t)|pdt§

/p

S[Ib]|f(f)|'|f(f)+g(f)|p_ldt+[fb]|f(t)+g(t)|”' |g(1)|dr <
fa Vp

Tl g(e)"ar [ ] |f<r>|”d’J ’

[a:0]

Vq

Ip
J 1 ()+e(e)""ar [ J |g(t)|”dtJ -
! [a]

Va /p I/p
z{f [0+ e '{[Jbﬂf(nl“”J {[a[;ﬂg(r)ver }

De aici rezulta inegalitatea lui Minkowski.:
1/p 1/p 1/p
( j ‘f(t)+g(t)‘pJ dtS[ j ‘f(t)‘pdt] +[ j \g(z)\pdzj P
[a.] [a] [a.]

In continuare, definim o relatie de echivalenta in multimea
functiilor p -integrabile. Fie f si g functii p -integrabile.
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Functiile f si g sunt echivalente, f ~ g, daca si numai
dacd f(t)=g(¢) a.p.t.
Notim cu I ([a,b]) multimea tuturor claselor de

echivalenta.
Convenim sd notdm tot cu f clasa de echivalenta

determinata de f .
Stim cd multimea L%, ([a,b]), cu operatiile de adunare si

inmultire cu scalari, este spatiu liniar.
Dacad definim:

I/p
| flrra) (resfo)

atunci, din proprietatile integralei Lebesgue si din inegalitatea
lui Minkowski, rezult ca || ||p este normd pe L ([a,b]).

Astfel, (L% ([a.5]),

|p) este spatiu liniar normat.

Convergenta in normd in ILf([a,b]) este numitd

convergenta in medie de ordinul p .
Avem echivalenta:

fi=S1,=0 < lim |
o]

£,(0)=f(1)" at=0.

lim
n— o

Sd aritim cd spatiul liniar normat (L{I’; ([a,b]), |p) este

complet. Fie {/,}” un sir Cauchy din spatiul Lj ([a,b]).

1
Pentru fiecare n fie A, un numdr natural astfel Incat

Hf/ _ka,, < 1/2n (j,k > hn) . (Putem considera ca sirul {hn}:;

1
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este crescator). Avem H o = H <1/2", de unde rezulta ca
n+l n p

o0
seria — este conver enté.
hoo ~ I, g

n=l

Apoi, dacd scriem inegalitatea lui Holder pentru functiile
S —f, sil,obtinem inegalitatea urmatoare:

[V, = @ <(o=a)* 4, =],
[a5]
Astfel, seria z j ‘ S S (1 )‘dt este convergenti si,

nlab]

in consecintd, seria Z‘ S (1)- fh(t)‘ este convergentd

n=1

aproape peste tot.

Deoarece f, ()= f, (t)+i(fh‘_+1 (t)—fhi(t)), rezultd

i=1
ca sirul { I }w_l converge aproape peste tot.
Atunci functia f'(¢)=1lim f, () a.p.t. este masurabild.
n—»0 n
Fie £€>0 si k, numar natural astfel incat H | = fJH <&
p

(m,j>k,). Fie n, astfel incat h, >k, . Pentru m>k, si
n>n,, avem J ‘fh (t)—fhn(t)‘p dt <g”. Rezultd ci |f, - f]”
[.t]

este integrabila si I ‘fm (t)—f(t)‘dt <&’
[a]
In concluzie, f este p -integrabila si || f=f || <g¢. O

5) Fie spatiul liniar normat (mK,

) al sirurilor

0

marginite x={e,} = de elemente din K, cu norma
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an

|) este spatiu

||x||:sup{ :n:1,2,3,---}. Atunci (mK,

Banach.
Spatiul my se mainoteazd (3 . U

6) Fie spatiul liniar normat (CK ([a,b]),

), [a,b] cK,
al functiilor continue f:[a,b] > K, cu norma definita de:

SO (e Cl[ap]))-

|) este spatiu Banach. [

|/]=mas

tela,b

Atunci (CK ([a,b]),

Exemplu. Spatiul liniar normat C([—l,l], | 1), cu norma

1
definitd prin | /] ;= I_l‘f(t)‘dt, nu este spatiu Banach.

Justificare. Sirul {/}” definit de:
t",daca t e [0,1],
-fn(t = /n -
(—t) ,dacd t e [—1,0].
este sir Cauchy in raport cu norma || || -

Presupunem ca sirul { f, }f este convergent la 1. Exista

=1
un subsir convergent a.p.t. la /. Dar f, — g a.p.t. , unde:

0, dacd t € (0,1],
g(t)= )
1, daca t € [—1,0).

Atunci functia continud f este egald aproape peste tot cu g
(contradictie!).
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7) Fie X o multime, A o o-algebra de submultimi ale lui
X si u: A —>[O,oo] o masura. Fie f:X —>K o functie

masurabild. Definim supremum esential:
esssup( f) :inf{sup ‘f(x)‘:E cX,u(E)= 0}
xeX\E

sau, echivalent,

esssup = inf{sup‘g(x)‘ g~ f},
xeX
unde g~ f inseamnd cd g:X — K este o functie masurabila

egald cu f aproape peste tot.
Relatia ~ este o relatie de echivalenta.
Notam cu L°(X,A4,u) multimea tuturor claselor de

echivalenta ale functiilor / cu esssup(f)<oo.
Cu norma | /], =esssup(f), spatiul L*(X,.4, ) devine
spatiu Banach.

In cazul X =N, cu masura de numarare, L este /, iar
pentru X :[a,b] sau X =R, cu masura Lebesgue, avem

spatiile L~ ([a,b]) respectiv, L*(R). O-=



4

OPERATORI LINIARI $SI CONTINUI

4.1. Operatori liniari si continui

Fie X si Y spatii liniare normate peste acelasi corp K
(R sau C).

Definitie. O aplicatie 7:X —Y se numeste operator
liniar daca are proprietatea:

T(ax+ﬁy):aT(x)+,BT(y) (x,yeX, a,ﬁeK).

Definitie. Operatorul liniar 7:X —Y se numeste
marginit daca existd M >0 astfel incat:

[7 (<M (e X).

Prin definitie,

(M |7 (x)]| < M|

, (xeX)}.

Propozitie. Daca T:X —Y este un operator liniar
marginit, atunci ||T|| =sup{HT(x)H:||x||Sl}

=sup{HT X H:”x”:l}

=su {HT H x;tO}
[+
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Demonstratie. Observim ci dacd x| <1 si x#0, atunci

HT (x)H T(x
T < = ]
S e T

Observatii.

1) Daca 7T:X —Y este un operator liniar marginit,
atunci [T (x)| < [Tl (x<X).

2) Un operator liniar marginit 7: X — Y aplica oricare
multime marginitd din X intr-o multime marginitd din Y .

3) Un operator liniar marginit 7: X — Y aplica bila
unitate din X in bila de raza ||T || din Y.

O consecintd a structurii liniare a spatiilor X si Y este
urmatoarea teorema de baza.

Teorema. Daca T : X — Y este un operator liniar definit
pe spatiul liniar normat X cu valori in spatiul liniar normat Y ,
atunci urmatoarele proprietati ale lui T sunt echivalente:

i) T este continuu (pe X);

ii) T este continuuin 0;

iii) T este marginit.

Demonstratie. Este evident ca (i) = (ii).
(if) = (iii) . Presupunem ca 7T este continuu in x=0.

Atunci, pentru oricare & >0, existd 0 >0 astfel incat ||x|| <o

2
2

implica HT(x)H<g. Fie xe X, x#0. Dacid notim z =

<§ si, deci HT H<g

atun01 |Z|| H



Operatoricontinui 69

Deoarece avem HT H— H H, obtinem imediat ca

2|
- 2P 2t
() - e

Deci HT x H )| < %Tg”x” (xe X),adicd T este marginit.
(iif)= (i) . Din liniaritatea operatorului 7, avem
HT(x)—T(y)H :HT(x—y)H <M |x—y| pentru oricare x,ye X,

de unde rezultda imediat continuitatea lui 7. O

Observatii.

1) O demonstratie alternativa a implicatiei ii) = iii) din
teorema precedenta este urmatoarea.

Presupunem cd 7 este continuu in 0, dar nu este
marginit. Atunci pentru fiecare n € N, existd x, € X astfel incat

|7 (x,)|> n|}x,| - Este evident c& x, = 0.

X

Notam z,=—"—. Atunci limz, =0 fn X i
n xn n—oo
|7 (x.)
T =12 s,
H (Z") n|x, g
Aceasta contrazice continuitatea lui 7 in 0. O

2) Pentru a stabili continuitatea unui operator liniar este
suficient sd aratdm continuitatea lui in origine ori marginirea lui.

Multimea operatorilor liniari marginiti dintr-un spatiu
liniar normat X 1intr-un spatiu liniar normat Y se noteaza
B(X,Y) .Daca X =Y, scriem B(X) in loc de B(X,X).
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Propozitie. Daca X si Y sunt spatii liniare normate,

atunci £(X Y ) este spatiu liniar normat.

Demonstratie. Fie S,7€£(X,Y) si a,fcK. Atunci

aS+ T este operator liniar si marginit deoarece, pentru
oricare x € X , avem:

H(aS +ﬂT)(x)H = HaS(x) + ﬂT(x)H
<Jers (=)« 87 ()]
=[S )]+ Al ()]
<(lallIS]+ A7 I)l+I-
Astfel, £(X,Y) este spatiu liniar.
Pentru a arata ca || || este norma pe B(X Y ) , hotam mai

intai ca ||T||ZO, din definitie. Daca ||T||=0, atunci

T
0=|7]=sup {M (X # O} , care implica T(x)=0 pentru

|~

oricare x € X , adica 7=0. Fie T € £(X,Y) si « K. Atunci:
]| =sup{|(ar)(x)|: ] <1}
=sup {[la7 (x)]: x| <1}
- spfellr (o< 1)
~Jafsup{|7 (x)]: ] <1)
=[eri7].
In fine, fie S,7 € £(X.Y). Atunci:
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s+ =sup{(s+T)(x): [l <1}
=sup{||S (x)+ 7 (x)]: || <1}
<sup{[s ()| +|7 (x)] e <1}
<sup{(IS{+ [Tl <1}
=[S+l

Demonstratia este completa. 0

Propozitie. Daca X este spatiu liniar normat §i Y este
spatiu Banach, atunci B(X Y ) este spatiu Banach.

Demonstratie. Fie {7} un sir Cauchy din £(X,Y).

Fie £ >0. Exista un numar N astfel incat daca n,m > N , atunci
T - Tm|| <¢. Astfel, daca x € X, atunci:

1,09~ (<17~ Tl < el (= ).

De aici rezulta ca sirul {Tn (x)}:;l este sir Cauchy in Y.

Spatiul Y fiind complet, existd limita 7'(x) =lim7, (x) pentru
fiecare x € X . Observam ca aplicatia 7 este liniara:
T(ax+py) = lim7, (ax+pBy)
=lim(7, (ax)+ 7, (Ay))
=lim(a7, (x)+ AT, (»))
alin, (x)+ Al 3
= aT(x)+ﬂT(y).
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Vom arita ca aplicatia T este continud. Sirul {7,}” fiind

Cauchy este marginit: exista M >0 astfel incat 7;” <M.

Atunci,

T, (x)” < M||x|| pentru oricare n si oricare x € X .
Trecand la limita, rezultd ca HT(x)HSM”x” (xeX), adica

T este marginit.
In fine, aritim ca lim”Tn -T ||:O. Din inegalitatea

n—>»0

T.(x)-T, (x)H <é¢|x| (n,m=N), adevarati pentru oricare

x€ X, pentru m —> oo, obtinem ‘];(x)—T(x)HSe‘”x” (n=N).

Aceasta inseamna cad avem ||Tn —T|| <¢g (n > N) . O

Corolar. Fie X un spatiu liniar normat peste R sau C.
Atunci spatiul liniar normat B(X,R), respectiv B(X,C) , este

spatiu Banach.

Spatiul Banach £(X,R), respectiv £(X,C), se numeste

spatiu dual al spatiului liniar normat X si este notat X' sau X .

Propozitie. Fie X,Y,Z spatii normate peste corpul K.
Fie UGB(X,Y) si VEB(Y,Z). Atunci VOUEB(X,Z) Si
[7-ul<iu]-

Demonstratie. Exercitiu. U

Corolar. Fie U, Ue£(X,Y) si V.,V eL(Y,Z) astfel
incat imU, =U gi imV =V . Atunci imU, oV =UoV .

n—>0 n—>0 n—0
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Demonstratie. Din propozitia precedenta si egalitatea
urmdtoare ¥, oU,—VoU =V, o(U,~U)+(V,~V)oU, rezulta

inegalitatea ||V, oU, -V oU|<|V,||U,-U|+|[,-V]|U]-
V;q )nzl : |:|
Observatie. Vom spune ca afirmatia continutd in corolar

exprima continuitatea operatiei de compunere a operatorilor
liniari §i continui.

Afirmatia rezultd folosind marginirea sirului (

Exemple.
1). Aplicatia liniara 4:R — R definita prin A(x) =ax,

unde a € R, este marginita si are norma ||A|| = |a| .

2). Aplicatia identitate 7: X — X, I(x):x, V xelX,
este marginitd §i are norma ||I ||=1 pe oricare spatiu liniar
normat X .

3). Fie C” ([0,1]) spatiul functiilor continue cu derivate

de toate ordinele continue, cu norma maximum.
(c” ([0, 1]) este spatiu liniar normat, dar nu este spatiu Banach).

Operatorul diferential D:C” ([0,1]) —C” ([0,1]) , definit
prin D(f)=/f", feC” ([0,1]) , este nemarginit.

Fie u(x)=¢™ (AeR). Atunci D(u)=Au.

Astfel HD(u)H/”u” =|4| poate fi oricat de mare.

4). Fie (” spatiul sirurilor marginite x=(x,)" , cu

n=1"
n=1,2,3,}.

norma [x|| =sup{|x,
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O aplicatie liniard A4:/” — (* este reprezentatd printr-o

matrice infinita (ai«/),«,‘,; unde ( z _,a,;x, , cu conditiile
Z ‘ ‘<oo pentru fiecare ieN si sup{zwl‘ l.j‘}<oo.
ieN

Atunci A este operator liniar si marginit pe ¢” si are norma
4] —SUP{Z Ja |}

5). Fie spatiul liniar C ([O,l]) cu norma maximum. Fie
k:[0,1]x[0,1] > R o functie continui.

Fie K : C([O,l]) - C([O,l]) definit prin:

K(f)(x)=[ k(x.y) f(y)dy.
(Operatorul integral Fredholm)

Atunci K este operator liniar, marginit i are norma
J]/=masx [ i (. )] .

6). Fie spatiul liniar C ([0,1]) Cu norma maximum.

Fie K : C([O,l]) - C([O,l]) definit prin:

= [ f(»)dv

(Operatorul integral Volterra)

Atunci K este operator liniar $1 marginit:

& ()< sup ()17 (s [ (r)ay <71
Deci ||K|| <1. Dar, K(l) =x si ||x|| =

K] =1.
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7). Fie spatiul liniar normat Lz([a,b]) al tuturor

functiilor complexe masurabile Lebesgue, de patrat integrabil pe
12
[a,b], cunorma ||f||:( ’ (t)‘2 dt) )

Fie o functie ¢ € C([a,b]) , fixata.

Fie aplicatia T : I’ ([a,b]) > ([a,b]) definita prin:
(P =le) (e v 1<l

Este usor de verificat ca aplicatia 7 este liniara.
Pentru fiecare f eLz([a b]) avem:

ol =
<[ splotol] )" a
{tg;;g]\co(t)g 1717

Rezultd ca T este aplicatie marginita:
[r (=] f] (1 2 ([ab])) eu M =]o]...
8). Fie (4,) un sir de numere si U:l' —s,
( )=(ﬂjxl,izx2, L AX, ).Atunci:
i)y U (fl)c (" daci si numai dacd (4,) este marginit;
i1) Daca (/1")" este marginit, atunci U eﬂ(fl) si
O
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4.2. Principiul marginirii uniforme

Fie X si Y spatii liniare normate peste acelasi corp K
(R sau C).

Definitie. Multimea {U,} < £(X,Y) se numeste
punctual marginita daca pentru orice xe€X multimea

a

{U (x):axe A} este marginitd in Y.

Observatii.

1) Multimea {U a}
pentru orice xeX, exista M, >0 astfel incat
HUa (x)” <M, (x € X).

2) Daca multimea {Ua}

este punctual marginitd daca
aed

o, Cste marginitd in B(X Y ) ,
adica daca existd M >0 astfel incat ||Ua||SM pentru orice
a € A, atunci ea este punctual marginiti. intr-adevir, aceasta

rezultd din HUa (x)H < ||Ua ||||x|| (xeX).

Teorema 2 (Principiul marginirii uniforme). Fie X gi
Y  spatii  liniare normate, X  spatiu  Banach  si
{Ua}aeA c B(X,Y) o familie punctual marginita. Atunci

multimea { ||Ua|| } este marginita.

aeAd

Demonstratie. Fie X, = {x exX: HUa (x)H <nm,Vae A} :

Conform ipotezei X = U::I X, . Din continuitatea operatorilor si

a normei, rezultd ca fiecare din multimile X, este inchisa.
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Spatiul X fiind de categoria a doua Baire, exista atunci
n, €N astfel incat Int.X, # .

Notam D =IntX, . Atunci multimea D este deschisd si

deci D— D este o vecindtate a originii.
Avem D-Dc X, - X, , iar daca r>0 este astfel incat

B(0,r)c D-D,avem B(0,r)c X, — X, . Aceasta insemna ca
daca ||x|| <r,atunci x=y-z, y,zeX,, adici HUa (y)” <n,,
HUa (z)” <n,,pentruorice ¢ € 4.

Avem deci ci |x|<r implica HUa (x)H£2n0, de unde

rezultd ca HUa (x)” < %”x” (xeX,aeA).
r

Atunci U, [ < 21 (a € 4), adicd familia {|U,|}  este
r

aeAd

marginita. U

Corolar (Teorema Banach-Steinhauss). Fie X si ¥V

spatii liniare normate, X spatiu Banach si {Un} un sir de

neN
operatori liniari si continui U, : X =Y astfel incat pentru orice

xeX, sirul {Un(x)}neN este convergent. Fie U:X =Y,
U(x)=1limU,(x) (xe X). Atunci U este liniar, continuu si

n—»0

|U| = liminf||U,||.

n—»0

Demonstratie. Este evident ca operatorul U este liniar.
Sirul {Un (x)}nEN fiind convergent, este mirginit, adicd sirul

{U,} _, este punctual marginit.
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Conform principiului marginirii uniforme, exista M >0

astfel incat |[U,|<M (neN).

Atunci HUn(x)HSM”x” si deci HU(x)HSM”x, adica
operatorul U este continuu.

Apoi avem:

v ()] =tim|0, (x)] = timinf |, (x)] < timinf |, 1o
deci |U] < liminf U, 0

n—x0

Observatie. Principiul marginirii uniforme nu este
adevdrat daca X nu este spatiu Banach.

Justificare. Consideram pentru aceasta spatiul liniar

S, ={x={xk}:=1 :3j,x, =0, Vij}, cu norma ||x||=mkax|xk|.

n

Fie f, :s, > R definitd prin f, (x) =
Este evident ca functionala f, este liniara.
Din ‘fn (x)‘ <nlfx

f,(u,)=n, unde u,=(1,---,1,0,---) cu 1 de n ori, rezultd

I

X, .
k=1""k

, rezultd cd f este continud, iar din

=n.

Sirul { f (x)}:;l este  totusi punctual marginit:

‘f" (x)‘ < Zk:1|xk| :
Explicatia faptului ca nu actioneaza principiul marginirii
|) nu este spatiu Banach (de fapt,

uniforme este aceea ca (so,

in raport cu orice norma, s, este de categoria intai Baire). U
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4.3. Operatori inversabili
Fie X si Y spatii liniare normate.

Definitie. Operatorul U € £(X,Y) se numeste inversabil
dacd exista V € £(Y,X) astfel incdt UoV =1, si VoU=1,,
unde /, si I, sunt operatorii identitate pe X , respectiv pe Y .

Se noteazd atunci V' =U "' si se numeste inversul lui U (in
categoria operatorilor liniari i continui).

Se observa deci cd U este inversabil 1n sensul definitiei
precedente daca si numai dacad este o bijectie (deci daca este
inversabil 1n categoria functiilor de la X la Y), iar inversul,
care este evident liniar, este si continuu.

Deci, existenta unui operator inversabil in £(X,Y) nu

este posibila daca spatiile X si Y nu sunt izomorfe ca spatii
liniare.

Propozitia 1. Operatorul U EB(X Y ) este inversabil

daca si numai daca este surjectiv si exista M >0 astfel incat:
[ ()= M| (xex).

Demonstratie. Intr-adevir, daci are loc inegalitatea
& o)z b
presupus surjectiv, este inversabil in clasa functiilor.

Inversul lui U este liniar, iar HU(x)HZM”x” (xeX)

, xe X, atunci U este injectiv si, cum este

exprima continuitatea acestui invers. 0J
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Teorema urmatoare descrie o clasd importanta de operatori
inversabili in cazul in care X este spatiu Banachsi ¥ = X .

Teorema 3 (Lema lui von Neumann). Fie X un spatiu
Banach, U € .B(X) astfel incat ||U|| <1. Atunci 1-U este
1

inversabil, (1 U U" si H I U
Xy =)

Demonstratie. Fie /: X — X, f(x)=U(x)+y. Functia
este o contractie si deci existd si este unic ze X, f(z)=z,
adica (I -U)(x)=y. Aceasta aratd cd / —U este o bijectie. Fie

V' inversul lui 7 —-U 1in clasa functiilor. Atunci V' este liniar.

Din V(x)—U(V(x)):x rezultd ca HV(’C)HSmHXH

Atunci V' este continuu si ||V|| < Atunci V = (I—U)f1 ,

L
=Y

VelL(X).Din ‘U" <|U|" si ipotez rezulta ca seria »_ U

este absolut convergentd. Spatiul £(X) fiind spatiu Banach,

rezultd ca seria » U" este convergentd. Fie Te£(X),

T= Z U" adlcaT—hmZ

n—>0

Folosind si continuitatea operatiei de compunere avem
(I-U)eT =lim(1-U)Y " U*=lim(I- U"“) I. Analog se

}’l—)w n—o0

aratd ca To(1—~U)=1 siprinurmare (/-U) =Y. U".

Observatie. Cu ipoteze naturale, (W oS )_1 =S"ow ™.
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4.4. Operatori deschisi
Fie X si Y spatii liniare normate peste acelasi corp K.

Definitie. Operatorul U:X —Y se numeste deschis
(aplicatie deschisa), daca pentru orice multime deschisd G din

X , multimea U (G) este deschisd in Y .

Observatii.
1) Dacd Ue£(X) este un operator inversabil, atunci

este operator deschis.
Intr-adevar, U(G) = (U_] )_l (G) ,iar U™ este continuu.
2) Dacd U e £(X) este deschis, atunci el este surjectiv.
Intr-adevar, daca G=B(0,r), atunci U(G) este deschisa

si contine elementul nul, deci existda B (O,F) cU (G) .

Rezulti cd ¥ = nU(G)=U(X). O

Lema. Fie X §i Y spatii spatii liniare normate, Y spatiu
Banach si U:X —Y un operator liniar si surjectiv. Atunci,

pentru orice r >0, multimea U(B(O,r)) este o vecindatate a
originiiin Y .

Demonstratie. Din ipotezd si din X =(J  B(0,nr/2),
rezulti cd ¥ = J nU(B(0,r/2)).

Conform teoremei lui Baire rezultd ca existd n, € N astfel

incat Int(nOU(B(O,r/Z))) D
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Atunci IntU(B(0,7/2))#@ (operatia de inmultire cu

scalarul n, este un homeomorfism).

Fie D =IntU(B(0,r/2)). Avem:
o-p <ofofog))}¢[so3)
o{s{o5))olsos))-TEEn

Recapituland, D-Dc U(B(O,r)), iar D-D este
deschisa si contine pe zero.

Rezulti ca U (B(O,r)) este o vecinitate a originii. O

Teorema 4 (Teorema aplicatiei deschise). Fie X §i ¥V
spatii  Banach si U:X —Y un operator liniar, continuu §i
surjectiv. Atunci U este o aplicatie deschisa.

Demonstratie. Vom aréta, pentru inceput, ¢ daca B(0,r)

este o vecinatate a originii in X, atunci U (B(O,r)) este o
vecinatate a originii in Y .

Conform lemei precedente, pentru orice n, existd &, >0
astfel incat:

B(0,5,)c U(B(O,z—rnD. (4.4.1)
Vom arata ca:
B(0,&)<cU(B(0,r)). (4.4.2)
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Sd observdm pentru inceput cd limeg, =0. Fie pentru

aceasta 0<t<g,. Existd ye B(0,¢,), 1=|y|.
X, eB(O,r/2") astfel
Ul|-/2" si

Din (4.4.1) exista un sir {x,} ,
incat y=1limU(x,). Avem [U(x,)|<|U]|x]<

k—0

deci ||y|| < ||U||-r/2" , adicd O0<t<eg, implica < ||U||-r/2” .
Atunci ¢, < ||U||-r/2" sideci limeg, =0.

Revenind la demonstratia afirmatiei (4.4.2), fie
yeB(0,¢,). Din (4.4.1) rezultd cd existd x, € B(0,7/2) astfel

incat Hy ~U(x, )H <g&. Avem deci y-U(x)eB(0,s,) si
folosind din nou relatia (4.4.1) rezultd ca existd x, € B (O,r/ 22)
astfel incat Hy -U(x)-U(x, )H <&.

Se construieste astfel prin inductie un sir {x,}”  astfel

n=1

Incat:

<&

n+l

X, <§ (n=1,2,3,---), (4.4.3)

y _U(Zxk]
k=l
Din ||xn|| <r[2" (n=1,2,3,---) rezultd cd seria anlx”
este absolut convergenta si deci convergenta.
Fie x= Z:;lxn . Atunci ||x|| < Z:;lr/2” =r, deci
xeB(O,r), iar din (4.4.3) rezultd ca y:U(x). Are loc deci

incluziunea (4.4.2).
Din aceastd prima etapa rezultd apoi evident ca dacd V'

este o vecindtate a originii in X , atunci U (V) este o vecindtate

aoriginiiin Y.
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Fie, in fine, G o multime deschisd in X . Faptul cd U (G)

este o multime deschisd este echivalent cu aceea cd U (G) este

vecinatate pentru fiecare punct al ei.
Fie deci yeU(G), y=U(x), xeG. Conform ipotezei

si etapei precedente U (G—x) este o vecindtate a originii in Y,
deci U(G) este vecindtate pentru y. Multimea U(G) este

deschisa si prin urmare U este aplicatie deschisa. []

Corolarul 1. Fie X si Y spatii Banach §i UEB(X) un

operator bijectiv. Atunci U™ este continuu.

Demonstratie. in enunt, U™ este inversul lui U in clasa
functiilor si este un operator liniar. Continuitatea sa va rezulta
din teorema precedentd. Intr-adevar, daca G este o multime

. L o Ly
deschisd in X, atunci preimaginea ei prin U™, (U 1) (G) este
multimea U(G) si este deschisi in Y conform teoremei

precedente. Aceasta arati cd U~ este continuu. U

Corolarul 2. Fie X wun spatiu liniar, p si q norme

comparabile pe X , astfel incat, inzestrat cu fiecare din ele X
este spatiu Banach. Atunci cele doud norme sunt echivalente.

Demonstratie. Normele p si ¢ fiind comparabile, exista
u>0 astfel incat, spre exemplu, p(x)<ug(x) (xeX).
Aceasta este echivalent cu faptul ca aplicatia identica,
I:(X,q)—>(X,p), este continua.
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Conform corolarului precedent, 7 ! este continud, deci
exista A >0 astfel incat q(x) < ﬂp(x) (x € X) .

Normele p si g sunt echivalente. U

4.5. Operatori inchisi

Notiunea de operator inchis este o rafinare a notiunii de
operator continuu.

Fie X si Y spatii liniare normate si U: X —>Y. Se
noteazi G(U)z{(x,U(x)):xeX} si se numeste graficul

functiei U. Dacd U este operator liniar, atunci G(U) este un

subspatiu liniar in X xY .
Amintim cd X xY se organizeaza canonic cu structura de
spatiu normat datd, spre exemplu, de norma:

Gy =+ 1 (. 3) € X <),
unde am folosit aceeasi notatie pentru normele din X, Y,
respectiv X xY .
Se stie ca dacd X si Y sunt spatii Banach, atunci X xY
este spatiu Banach.

Definitie. Operatorul liniar U: X =Y se numeste inchis
daca graficul sdu este o multime inchisa.

Observatie. Operatorul U este inchis daca si numai daca
are urmatoarea proprietate de continuitate: Daca limx, = x si

n—>0

limU (x,) =y, atunci y =U(x), adicd limU (x,)=U (x).
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Teorema 5 (Teorema graficului inchis). Fie X si ¥V
spatii Banach si U : X — Y un operator liniar si inchis.
Atunci U este continuu.

Demonstratie. Definimp: X - R, p(x):||x||+HU(x)H.
Functionala p este norma, comparabild cu norma din X,

caci p(x)=|x| (xe X), iar (X,p) este spatiu Banach. Fie,
pentru aceasta, {x,}  un sir Cauchy in raport cu norma p.

Atunci {x,}" , {U (xn)}:ll sunt siruri Cauchy, deci convergente.

Fie xeX 1 yeX oastfel incat limx, =x si

n—>0

limU(xn) =y. Operatorul U fiind inchis, avem y = U(x) .

n—0

Recapituland, limx, =x si limU(x,)=U(x) si deci

n—0

limx, = x in raport cu norma p . Atunci (X, p) si (X,

n—>0

||) sunt

spatii Banach, normele p si || || sunt comparabile, deci

echivalente (vezi teorema aplicatiei deschise, corolar).
Existd deci M >0 astfel incat p(x) <M ||x|| pentru orice

x € X, de unde rezulta ca operatorul U este continuu. 0

4.6. Operatori compacti

Fie X si Y spatii liniare normate peste acelasi corp K.
Definitie. Un operator liniar U:X —Y se numeste
compact, dacd pentru orice multime marginitd 4 < X , multimea

U (A) este compacta.
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Observatii.
1) Orice operator compact este continuu.

Justificare. Intr-adevdr, multimea {xe X :|x|<1} fiind
marginitd, dacd U este compact, atunci multimea
{U (x):]|x] < 1} este relativ compactd, deci mirginiti, de unde
rezultd cd U este continuu.

2) Fie X un spatiu liniar normat de dimensiune infinita
st I:X — X operatorul identitate. Din teorema lui Riesz de
caracterizare a spatiilor liniare normate de dimensiune finita
rezultd ca [ nu este compact. Deci, exista operatori liniari §i

continui care nu sunt compacti.
3) Fie U:X =Y un operator liniar si continuu astfel

incat dimU (X )<oo. Atunci U este compact (se numeste

operator de rang finit).

Propozitie. Fie U : X — Y un operator liniar. Operatorul

U este continuu daca si numai daca pentru orice sir marginit
(x,) o X, € X, exista un subsir (xnk) astfel incdt (U(xnk))
ne k k

este convergent.

Demonstratie. Dacd U este compact, iar (x,) = este un

sir marginit, atunci multimea {U(x,):neN} este relativ
compactd, deci existd un subsir convergent (U (xnk )) .
k
Reciproc, fie 4 < X o multime marginita si fie (U (xn ))7 ,

x,€A, un sir in U (A) Atunci sirul (xn) este marginit si

neN

existd, conform ipotezei, un subsir (xnk) astfel incat (U (xn ))
k Ik

este convergent.
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Din teorema de caracterizare a relativ compacitatii in
spatii metrice rezultad cd multimea U (A) este relativ compacta.

Operatorul U este deci compact. U

Teorema 6. Fie .7((X,Y) multimea operatorilor liniari
compacti U: X =Y. Atunci f7£(X Y ) este un subspatiu liniar
in B(X,Y) si este un subspatiu liniar inchis daca Y este spatiu

Banach.

Demonstratie. Fie U,V e X(X,Y) si (x,) . un sir

neN
marginit. Conform propozitiei precedente, existd (x un
5 > ny k

subsir astfel incat (U (xnk )) este convergent.
k

Din compacitatea operatorului V', rezulta ca exista apoi un

subsir (xnk ) in (xn ) astfel incat (V(xnk )) este convergent.
1] k )k ‘)]

Atunci ((U+V)(xnk )) este convergent si deci U+V
"

este compact (am folosit din nou propozisia precedenta).
Este evident ca aU € ¥ (X,Y) pentru orice numdr « .

Aceasta aratd ca multimea operatorilor compacti este un
subspatiu liniar in B(X,Y) .

Sa presupunem cd Y este spatiu Banach.

Pentru a ardta cd subspatiul K (X,Y) este inchis, fie
(U,),_, unsirin H(X,Y) convergentin £(X,Y) citre U . Fie

(x,, )neN un sir marginitin X .
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Cu ajutorul ”procedeului diagonal” se extrage un subsir
(xnn) astfel incat, pentru orice k sirul (Uk (x,m)) este

n

convergent.
Avem inegalitatile urmatoare:

HU(xM)—U(xmm) SHU(x,m)—Uk(xM)HJr
U (%,,) U, (,.,.)
U (%)= U (%, )] <
SOl e+ )+
U (x,,) U, (x,.,,)

Rezultd ca (U (x,m))n este sir Cauchy in Y, deci este

—+

xnn

convergent si, prin urmare, U este compact. Aceasta aratd ca
multimea K (X,Y) este inchisa in £(X,Y). O

Observatii.
1) Din teorema precedentd subliniem ci daca (U,)
este un sir de operatori compacti, convergent in norma din
L(X,Y) catre operatorul U, atunci U este compact.

2) Daca U,V sunt operatori liniari $i continui, care se

pot compune si cel putin unul compact, atunci compunerea lor
este un operator compact.

Propozitia 2. Daca X este spatiu Banach, iar
U e..‘]C(X,Y) si U(X) este un subspatiu liniar inchis, atunci

U este operator de rang finit (dimU(X) < ).
Demonstratie. Avem U (X )= Uj:InU(B(O,l)) .
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Conform teoremei lui Baire, existd n, €N astfel incat
Int nOU(B(O,l)) # @, de unde rezultd ca IntU(B(O,l)) 0.

Deoarece U este compact, multimea U (B(O,l)) este
compactd si atunci IntU(B(0,1)) este o multime relativ

compacta, cu interiorul nevid in U (X ) .

Din teorema lui Riesz, rezultd ca dimU (X ) <. O

Lema 1 (Riesz). Fie X un spatiu liniar normat, Y ;Ct X,
un subspatiu liniar inchis i 86(0,1). Exista atunci a, €Y,

=1si SSdist(ag,Y)Sl.

astfel incdt ||a,

Demonstratie. Subspatiul liniar Yc X, Y= X fiind
inchis, existd xe X \Y si deci dist(x,Y):=d >0. Rezultd ca

existd weY astfel incat ||x - w|| < la’ .
P

Fie a, = M(x —w) . Atunci avem:

ag—y||:%Hx—w—”x—w”yuz%d>g, VyeY. U
Ll =i

Observatie. Se retine afirmatia din lema precedenta,
numitd lema cvasiperpendicularei, prin:
supdist(a,Y)=1.

Jaf=t

Lema 2. Fie X un spatiu liniar normat, Y §i Z subspatii
liniare inchise, Y g Z, fie U: X — X un operator liniar astfel
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incat (I—U)(Z)CY. Atunci exista aeZ\Y, ||a||=1 astfel

incd Hu(a)_U(y)H% (yev).

Demonstratie. Din ipotezd rezulta U(Y)c Y. Conform

lemei 1, existd aeZ,

a”:l si ||a—y||2% (er). Pentru
yeY,avem atunci:

1

HU(a)—U(y)H:Ha—(a—U(a)+U(y))HZE

caci a—U(a) si U(y) apartin lui Y . U

3

Observatie. Lema spune ci U(Y)GU(Z).

Teorema 7 (Riesz-Schauder). Fie X un spatiu liniar
normat si U : X — Y un operator compact. Atunci:

i) dimker(/-U)<o,

ii) Daca [1-U este injectiv, atunci, pentru orice
subspatiu liniar inchis Z, ([—U)(Z) este un subspatiu liniar
inchis;

iii) Daca I —-U este injectiv, atunci [ —U este surjectiv §i

(1 —U)_1 este continuu.

Demonstratie.  (i). Fie Y=ker(/-U). Atunci
xeY@U(x):x.Fie A:{xeY:”x”Sl}.Atunci U(A)zA.

Deoarece 4 este marginitd, iar U este compact, rezulta ca

U(A) este compactd, adicd A este compactd.
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Deoarece Y este inchis, rezulta ca A4 este inchisa si, in
concluzie, 4 este o vecinatate compacta a originii in Y .

Din teorema lui Riesz, rezultd ca dimU () <.

(i1). Presupunem ca [—-U este injectiv si fie Z un
subspatiu liniar inchis in X .

Vom ardta ¢ (/—U)(Z) este, de asemenea, un subspatiu
liniar inchis. Fie, pentru aceasta, (xn )n un sir in Z, astfel incat

(1-U)(x, ))n este convergent. Fie:
y=lim(x,-U(x,)) (4.5.1)

n—> w0
Daca am presupune ca (xn)n este nemarginit, extragand

=00 .

eventual un subsir, putem presupune cd lim | X,
n—>

1
Atunci lim —(x, -U =0 :
unci lim " (x,-U(x,))=0 sau

lim {an —U(anD =0 (4.5.2)
A %,

Deoarece U este compact si

—x, ||=1, rezultd cd exista

[

. . A 1
un subsir (xnk) asfel incat U| —x, | este convergent.
k

.

¥ k

: L 1
Din (4.5.2) rezulta ca sirul | —x, | este convergent.

X
ny 1

. . 1 : :

Fie x = khm x, . Atunci ||x|| =1, deci x#0.
-0 k

X

s
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Din (4.5.2) ar rezulta x-U (x) =0, ceea ce contrazice
ipoteza. Ramane deci ca sirul (xn )n este marginit.

Deoarece U este compact, existad un subsir (xmk) astfel
k
incat (U (xm )) este convergent.
Ik

Din (4.5.1) rezulta ca (xmk ) este convergent.
k

Fie w=limx, .

k—owo Tk

Deoarece subspatiul liniar Z este inchis, rezultd ca we Z,
iar din (4.5.1) rezulta ca y=w-U(w), adicd ye(I-U)(Z).
Subspatiul liniar (1 —U)(Z) este deci inchis.

(ii1). Presupunem in continuare cd /—U este injectiv si
vom ardta cd este si surjectiv. Notdm X, =X, X, = (]—U)XO ,
X,.=(I-U)X, pentrun=1,2,3,---. Atunci avem X, < X, .

Conform punctului (i1), fiecare X, este subspatiu liniar

inchis.
Daca am presupune cd, pentru orice #, incluziunea

c X, este strictd, cum (/-U)(X,)=X,,,, din lema 2 ar

n+l >

X

n+l

rezulta cd pentru orice neN, existd a,e X, ||an||=l si

HU(a, )—U(x)Hzl, VxeX,,. Pentru n=m, am avea atunci
' 2

HU (a,)-U(a, )H > %, ceea ce contrazice compacitatea lui U .

Contradictia la care s-a ajuns dovedeste ca existd n, € N

astfel incat X, , = X, ,adici (1-U)(X, )=(1-U)(X,..).
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Din injectivitatea lui /-U, rezultd ca X, =X, , si, prin
recurentd, rezultd ca X, = X, adica (/-U)(X)=X .

Mai avem de aratat ca (I -U )71 este continuu.

Fie pentru aceasta ( yn)n un sir convergent catre 0 si fie
x,=(1-U)"(»,), adic:

y,=x,-U(x,) (4.5.3)

Ca in prima parte a demonstratiei rezultd ca sirul (x,)

n

este sir marginit. Pentru fiecare subsir (xnk) existd un subsir
k

(xnk ) astfel incat sirul (U (xn )) este convergent. Din (4.5.3)
1) ki /

rezulta ca (xn ) este convergent.
kg i
Fie v=limx, . Din (4.5.3) rezultd v—=U(v)=0 si, din
—> 0 1
ipoteza, rezultd v=0. Atunci sirul (xn)n este convergent si are

limita 0. Operatorul (/ -U )71 este deci continuu. O

Observatie. Dacd X este spatiu Banach, atunci
continuitatea operatorului (I -U )_1 rezultd din teorema

aplicatiei deschise.



Operatoricontinui 95

Exemple.
1) Fie p>1, (4,)  un sir margnit si U:0" — ("

n

n-n

operatorul definit prin U(x) = (/1 X )nZl , X= (xn )nZl .
ﬂ/n

Se stie ca U este liniar si continuu si ca ||U | = sup
n=l1
Operatorul U este compact daca si numai daca

lim A, =0. Intr-adevir, si presupunem cid lim A =0 si fie

n— o n— 0

U,:t"—> 7, U, (x)=(4x, 4%, -, 4,x,,0,0,---). Operatorul

n"n’

U, este continuu, de rang finit §i este deci compact. Avem
U(x)—Un(x):(O,---,O,l xn+1,-~-). Atunci ||U—Un||=sup|/1k
k=n

n+1

2

=0. Din teorema 6

iar din ipotezd rezultd ca lim ||U -U,

n—> o
rezultd ca operatorul U este compact.
Reciproc, sa presupunem ca operatorul U este compact.

Daci e, =(0,0,--,0,1,0,0,---) , unde 1 se afld pe locul n, atunci
=1). Operatorul U fiind

sirul (e,) ~ este marginit (|e,
compact, multimea {U (en):nzl} este compacti, adicd
{A,e,:n>1} este compacti. Pentru orice sir (n) strict

crescdtor de numere naturale, existd un subsir (n k[) astfel Incét
!

sirul (ikln K )l este convergent si deci este sir Cauchy.
Rezulta ca llim A, =0 sideci lim4, =0.

2) Fie a:[0,1]x[0,]] >R o functie continua si
U: C([O,l]) - C([O,l]) operatorul definit prin:

U(x)(s) = Iola(s,t)x(t)dt .
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Pe spatiul C([O,l]) se considerd norma |x| = Itleléoi.{(‘x ‘

Operatorul U este liniar si continuu. Fie 4 c C([O,l]) 0
multime marginitd. Atunci multimea U (A) este marginitd si
egal uniform continud. Din teorema Arzela-Ascoli rezultd ca
multimea U (4) este relativ compacta si deci operatorul U este

compact.
3) Fie U: C([O,l]) - C([O,l]) operatorul definit prin

U(x) = tx(t) (t € [0,1]).
Operatorul U este liniar, continuu, dar nu este compact
(se poate considera sirul (x,) , x,(7)=sinnt, t€[0,1]).

4.7. Dualul unui spatiu liniar normat

Fie X un spatiu liniar normat peste corpul K.
Se noteaza X' multimea tuturor functionalelor liniare si
continue f: X — K si se numeste dualul lui X .

(X' se numeste uneori conjugatul lui X si se noteaza X ).
Dualul X' este deci £(X,K), a carui organizare ca

|:sup{‘f(x)‘:||x||£1}.

) este spatiu Banach.

spatiu liniar normat se face cu norma || f

Se stie ca atunci (X

Propozitia 1. O functionala liniara pe un spatiu liniar
normat este continua daca si numai daca nucleul ei este un
subspatiu inchis.
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Demonstratie. Dacd [ este o functionald liniard si
continua, atunci nucleul ei f _1({0}) este imaginea inversi
printr-o functie continud a multimii inchise {0} si este deci o
multime inchisa.

Reciproc, fie f o functionald liniara al carei nucleu este
un subspatiu iInchis. Presupunem cd f:X > K nu este

functionala nuld si fie x, € X, x, ¢ker /', f(x,)=1. Nucleul

ker f* fiind o multime nchisa, existd atunci d >0 astfel Incat:
X, —y|=d (yeker ) (47.1)
Relatia x=x—f(x)x,+f(x)x, exprimd faptul ca

nucleul lui f* este un subspatiu maximal. Daca f (x) #0, avem

) 1
atunct ——-x =

1
76T
1 ) . 1
—-||x||2d si deci ‘f(x)‘SE”x” (xeX).

|/ (%)

Rezultd ca functionala f este continua. U

.(f(x)xo —x) si din (4.7.1) rezultd

Corolar. O functionala liniara este discontinua daca si
numai daca nucleul ei este un subspatiu dens.

Teorema 8 (Hahn-Banach). Fie X un spatiu liniar
normat, fie Y < X, Y wun subspatiu liniar si f:Y >R o
functionala liniara si continua.

Exista atunci F: X — R o functionala liniara si continua
a carei restrictie la Y este [ §i ||F||=||f||

Demonstratie. Din ipotezi avem ‘f(x)‘ <[/ (xe¥).
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Notam p(x)=|f||-|x| si retinem ‘f(x)‘ <p(x) (xeY).

Consideram multimea tuturor perechilor (¢,Z), unde Z

este subspatiu liniar, Z > Y si t: Z - R este aplicatie liniara cu
proprietatile ‘t(x)‘ <p(x)(xeZ),t|,=f.Notam H = {(I,Z)}.

Multimea H este deci formata din prelungirile liniare, majorate
de p, ale functionalei f. Ordondm multimea H astfel:

(4,2,)<(t,,2,) & Z,c Z,, t, |, =t,. Multimea H este atunci

inductiv ordonatd, adicd orice parte total ordonatd a sa este
majoratd. Conform lemei lui Zorn, in H existd cel putin un

element maximal, fie el (F ,W). Atunci F:W —> R este o
functionald liniard a carei restrictie la Y (Y CW) este [ si
‘F(x)‘ < p(x) (x € W) .

Vom arata cd W =X si, pentru aceasta, sd presupunem
prin absurd cd W #X. Fie x,e X\W si G:Sp(W,x,) >R

definita prin G(x+/1x0)=F(x)+/1g(x0) (er,leR), cu
g: X >R definita de g(x)=inf{p(x+y)-F(y):yeW}.

Functionala G este atunci corect definita, liniara,
prelungeste pe F (si deci sipe f),

‘G(x+lxo)‘ép(x+lx0) (x+2x, € Sp(W.x,)).
Atunci (G,Sp(W,xO))eH este strict mai mare decat

(F ,W) , ceea ce contrazice maximalitatea lui (F ,W) .

Rdméaneca W=X.
Recapituland, functionala F': X — R prelungeste pe f si

F(x)<| /]l (xex).

Atunci ||F || = || f || si teorema este demonstrata. U
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Observatii.
1) Cu notatiile si ipotezele din teorema precedentd, fie

h: X — R, definita prin h(x):inf{p(x+y)—f(y):yeY}.

Prelungirea F' din teorema precedenta este unica daca si
numai daca functionala / este liniara (exercitiu).
2) Functionala F din teorema precedentd are proprietatea

F <A (x e X).-
3) Se spune ca in teorema precedentd functionala f* a fost
prelungitd la X cu pastrarea liniaritatii, continuitatii i a normei.

Teorema 9 (Teorema Bohnenblust-Sobezyk). Fie X un
spatiu liniar normat complex, Y c X un subspatiu liniar,
f:Y > C o functionala liniara si continuda. Exista atunci

F:Y > C o functionala §i continua care prelungeste pe f si

[l =171

Demonstratie.  Functionala f se poate reprezenta
f(x)=fi(x)+if,(x), unde f,f,:Y >R sunt functionale
liniare reale (aditive i omogene pentru scalari reali). Din
f(ix)=if (x) rezultd ca f,(x)=—/,(ix) sideci:
f(x)=f,(x)—if, (ix) (4.7.2)

Atunci ‘fl (x)‘s‘f(x)‘ﬁnf””x” (reX) si se poate
aplica teorema 1. Exista deci F|:Y - R o functionala liniara
reald care prelungeste pe f, si astfel incat:

A <A (x e X).

Consideram F:X —C functionala definita prin

F(x)=F/(x)—iF (ix). Din (4.7.2) rezulti cd& F este o
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prelungire a lui £, iar liniaritatea lui F rezultd din proprietatea
de liniaritate reald a lui F, si din F(ix)=iF(x).

Scriem apoi ‘F(x)‘ =e’F(x)= F(eiex) =F (ei‘gx), de
unde rezultd ca ‘F(x)‘ <|I71-Ix[ -

Atunci F' este continua si ||F|| = ||f|| U

Propozitia 2. Fie X un spatiu liniar normat, Y < X un
subspatiu liniar inchis, Y #X si x,e¢Y. Exista atunci

f € X'astfel incdt f(Y):{O} i f(xo):l.

Demonstratie. Dacd notim Z =Sp(Y,x,), atunci avem
Z = {y +Ax,,y € Y} , scrierea y+ Ax, este unicd, Y este un
subspatiu inchis in Z .

Functionala g:Z—>K, g(y+4x))=A4 este corect
definitd, liniard, g(x0)=1, kerg =Y. Conform propozitiei 1
rezulta cd funtionala g este continua.

Din teorema Hahn-Banach rezultd ca g se poate prelungi
pe X cu pastrarea liniaritdtii i a continuitatii.

Dacd [ este o astfel de prelungire, atunci f(Y)={0} si

f(x,)=1. (Se poate presupune ca f(x,)=y (7 €K)). O

Propozitia 3. Fie X ;t{O} un spatiu liniar normat §i
x,€X. Exista atunci feX' astfel incat ||f||=1 Si

S (x0) =l
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Demonstratie. Presupunem ca x, =0 si fie Y =Sp{x,},
Y={Ax,,AeK}. Fie f,:Y >K functionala definitd prin
1o (Ax,) /1||x0||. Atunci  f, este continud, ||f0||=l,
So(3) =[x

Fie f:X —->K o prelungire a functionalei f, ca in

teorema Hahn-Banach:
I71=170=1 s 7 (%)= o (x0) =[]

Daca x,=0, afirmatia din enunt este adevaratd pentru

orice element de norma 1 din dual.

Se noteaza X" =(X ’)’ si se numeste bidualul lui X . [

Presupunem in continuare cd X # {0} .
Fie xeX i functionala Xx:X — K, definitd prin
X(f)=/(x) (feX'). Este evident ci X este liniard, iar din

£(f)‘£||x||||f|| rezultdi ci este continui. Atunci Xe X" si:

o<l @73)

Conform propozitiei precedente existd apoi ge X',

el =1, g(x)=[x| si atunci [&]>]¢(<)=|g(x)|=|x]- Din
(4.7.3) rezulta ca ||fc|| = ||x|| . Vomnota Xy={%:xeX}.

Aplicatia ¢: X — X", definita prin go(x) =X este atunci
liniard, izometrica (Hq)(x)u =|x|) si este deci un izomorfism de

spatii liniar normate intre X si subspatiul X' al lui X"
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Definitie. Spatiul liniar normat X se numeste reflexiv
daca X)=X".

Observatii.

1) Orice spatiu reflexiv este spatiu Banach.

2) Spatiul X este reflexiv dacd prin aplicatia x> X,
spatiul X este izomorf, ca spatiu liniar normat, cu X".

Definitie. Multime Ac X se numeste slab marginita
daca pentru orice f € X' multimea f (A) este marginita.

Teorema 10. O submutime a unui spatiu liniar normat
este marginita daca §i numai daca este slab marginita.

Demonstratie. Este evident cd daca multimea A4 este
marginita in sensul normei din X , atunci ea este slab marginita.
Sa presupunem cd A este slab marginitd. Aceasta inseamna ca
pentru orice feX'  exista M >0  astfel incat

‘f(x)‘ <M (xed), adica ‘fc(f)‘ <M (xed). Familia de
functionale {fc X € A} este deci punctual marginita, iar din
principiul marginirii uniforme rezultd ca multimea {”fc” X € A}
este marginitd. Atunci {|x|:xe A} este marginiti. (Am folosit

faptul ca X' este spatiu Banach). U

0

n=1"

Definitie. Sirul {f,}” , f, € X' se numeste slab convergent
dacd exista [ e X' astfel incat lim £, (x)= f(x) pentru orice

xeX.
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Observatii.
1) Daca sirul {f,}~

n=l1
catre f e X', atunci el converge slab catre f .

converge in sensul normei din X’

2) Daca X este spatiu Banach, atunci sirul {f,}” este
slab convergent daca si numai daca pentru orice x € X, sirul

{ £i( x)}j:] este convergent.

Teorema 11. Fie X un spatiu Banach si f,, fe X',

(n=1,2,3,--). Sirul {fn}::l converge slab catre f daca si
numai daca:
i) exista M >0 astfel incat

17 |sM (n=1,2,3,);
ii) exista o submultime Ac X astfel incat Sp(A) =Xsi

lim f, (x)= f(x) (xe 4).

n—0

Demonstratie. Daca sirul {f,}

atunci (i) rezultd din principiul marginirii uniforme, iar (i1) este
evidenta.
Pentru afirmatia reciprocd, din (i1) rezultd ca

lim f, (y) = f(y) pentru orice y € Sp(A) si apoi, folosind si (i)
rezultd cd lim £, (x) = f(x) (x € 4). O

converge slab catre f,

Teorema 12. Daca X este un spatiu liniar normat al
carui dual este separabil, atunci X este separabil.

Demonstratie. Din ipoteza rezultd ca existd o multime

A={fifor Sy} unde [ €X', |,

=1 si astfel incat
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Z:{feX': £l=1,

f ||:1}. Pentru fiecare n, deoarece
1
>

ﬁ1(xn) 5
Fie Y=Sp{x,:n=12,3,-}. In ipoteza ca Y =X, din
fl=1si f(¥)=1{0}.

propozitia 2 rezulta ca exista f e X',
1
£ (%) z

Atunci ||f—f,,|| Z‘f(xn)_f;1(xn) ~H

Aceasta aratd cad f nu poate fi aproximata oricat de bine

<1si

existd x, € X cu proprietatile: ||x,

in sensul normei cu elemente din 4, ceea ce este o contradictie.
Réaméne cd Y = X , iar multimea:

B :{Zajxj o, €Q+iQ,n :1,2,3,--}
J=

este atunci numarabila si densa in X . (]

4.8. Dualele unor spatii liniare normate concrete

1).Fie spatiul liniar normat (]R”, || 2). Pentru fiecare

!

fe(]R") , existd si este unic (al,az,---,an)eR" astfel incat

f(x) = Zj:l (Z[Xi '

Corespondenta [+ (a,,@,,+-,a,) este izomorfism de
spatii  liniare normate intre (R”) si R", adica (]R”) =R"
(dualul lui R" este insusi R").
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OC) si Y:(]K’",

x|| =>" ‘x‘ Pentru f e X',

2). Fie spatiile X:(K’”, 1), unde

||x|| =max{‘x‘:j=l,2,---,m} ,

exista y € K" astfel incat f Z XY, yl,yz, : ,ym),

x:(xl,xz,---,x

m

si | /] =|»],- Corespondenta f > y este un

izomorfism de spatii liniare normate intre X' si Y. Scriem
aceasta X' =Y . Cu o semnificatie corespunzatoare ¥' = X .

)
A ={x=(xn)n>1 iX, eK,Z X, <oo},
n>l1

Se stie ca ( '

3). Si consideram spatiul (El,

0
=2 )%l
n=l1

1) este spatiu Banach cu baza Schauder:

x:ixnen, (4.8.1)

n=1

unde x=(x,) e/l e —(5”)k>l.

> Tn

Daci fe(ﬁl) , atunci:

= ixnyn , (4.8.2)

n=l

unde y, := f(e,).

Atunci |yn| < ||f|| (n > 1) , deci sirul (yn) este marginit.

n>1

Noténd y=(y,) ., retinem ci exista (si este unic) y € (”

astfel incat are loc (4.8.2) pentru orice x € /' si:

L, <]/ (4.8.3)
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x,| sau

Din (4.8.2) rezulti i |/ (x)) < sup|y,| i
n>1 n=l1

‘f(x)‘ < ||y||w ||x||1 (x € él). Atunci ||f|| < ||y||w si din (4.8.3)

avem /]| =[]. (4.8.4)
Este apoi evident ci pentru orice y €/, y=(y,)  prin

formula (4.8.2) se defineste o functionali liniari, continui pe /'.
Aplicatia ¢: (fl ), -0, (o(f) =y astfel incat are loc

(4.8.2), este atunci liniard, surjectiva si pastreaza norma.
Retinem deci urmédtoarea teorema.

’
Teorema 13. Pentru orice fe(ﬁl) exista §i este unic

yel”, y= (yn )nZl astfel incat, pentru orice xel', x= (xn)

are loc f(x)= ixnyn .
n=l

Corespondenta f+>y este un izomorfism de spatii

n>1

0

’
liniare normate intre (fl) si L7 .

!

Spunem cd dualul lui 0" este (” si scriem (fl) =/". N

).
o /p
o :(z . j |
n=l1

"< oo},
n>l1
|p) este spatiu Banach cu baza Schauder:

4). Fie p>1 si spatiul (ﬁ”,

r=3x=(x,) X, eK,Z X,

Se stie ca (6”,
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x=) xe,,unde x=(x,) el’, e =(5,f )kZl ca in exercitiul

n1 ? n
n=l1

precedent. La fel, dacd f e (K” )' , atunci:

F(6)= 20 48.5)
unde y, := f(e,).

. A 11 .
Fie ¢ >1 astfel incait —+—=1. Fie z(k)z(zi)w, unde

P q e
componentele z; (depinzéind si de k) sunt:

- . . q .
z,=0 daca j>k si z].yj:‘yj‘ pentru 1< j<k.

i , p
p:[;‘yf‘J ’

k k

Atunci f(2")=|y)|", deunde Y|y |"<| /]
=

J=1

Ca element din /7, ")

S0

P

>

I/q
Rezulti ci [Zk:‘yj‘qJ <| ] (k=1). Notand yz(yj)

i>1
=] !

inegalitatea precedenta arata ca y € /7 si:
[, <[ (4.8.6)

Din reprezentarea (4.8.5) si inegalitatea lui Holder avem:

- Vo, p
< Sl | (Sher |
sau

@<, (xe 7).
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Atunci ||/ ||£||y||q si din (6) avem:

I71=1, - 4.8.7)

!
Teorema 14. Pentru orice fe(ﬁ") exista si este unic

yvell,y= (yn )n21 astfel incadt, pentru orice x € l’,x= (xn)

n>1?

avem f (x) = an v,. Corespondenta fr+>y este un

n=l1

!
izomorfism de spatii liniare normate intre (ﬁ” ) si 7. Spunem
!
cd dualul lui (7 este ? §i scriem (W’) =/7. [ |

5). Fie (c,

|w) multimea sirurilor numerice convergente,
cu norma indusa din ¢”. Se stie ca ¢ este spatiu Banach cu baza

0
Schauder. Dacd x = (xn )nzl ec, atunct x = x,e, + Z(xﬂ -X,)e, ,

n=1

unde x, = lim x,, ¢, :(1’1"”’1"”) € :(5Z)k21.

> n
n— o

Dacid f e (c)l , atunci:

f(x)=x/(&)+ D (x,—x)7, (4.8.8)

n=l
unde 7, = f(e,).

Fie k>1, 2 = (z j)_ e unde componentele z; (depinzénd
Jz

side k) sunt: z; =0 daca j>k si zjnj:‘nj‘ pentru 1< j<k.
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Limita sirului (z j)' | este zero si formula (4.8.8) devine
Jz

1(=)=3,

Rezultd ca seria Zn/ este absolut convergentd, iar

21

reprezentarea (4.8.8) se poate scrie atunci:

f(x)= ixnnn , (4.8.9)

n=0
unde 7, = f(eo)—Zm :
n=l1

Notim y=(7,) , si retinem ca ye('. Fie k>1 si

wt) =(WA) , unde componentele w, sunt astfel incat
J j21 J

deunde Yo |||, =[] (k=)
j=l

w1, =|770| daca j>k si wn, :‘77]‘ pentru 1< j<k.

Daca notaim w,eK astfel ncat wyy, =|770, atunci

f(Wk):Zk:"j+ Zw: W -

j=0 Jj=k+1

k 0 k
Rezulta ca Z"]/‘ £||f||+ z ‘njwo‘ (kZl) si Z‘n}‘ﬁ”f"
= == =
Scriem aceasta astfel: ||, <| /|-

Din formula de reprezentare (4.8.9) rezultd apoi ca
[711<[l¥1, si. in concluzie, ||£][= ]y,

’
Teorema 15. Pentru orice [ e(c) exista si este unic

yel, y=(yn)n20 astfel incat, pentru orice x €c, x=(xn)

n>1
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avem f (x) = an v, ,unde x, = lim x,. Corespondenta f > y
=0 n—> 0

!
este un izomorfism de spatii liniare normate intre (c) si 0"
!
Spunem ca dualul lui ¢ este (' si scriem (c) ={". [ |
6). Cu semnificatia din exemplul precedent sd se arate ca
! . . . -
(¢,) =¢" (c, este spatiul sirurilor convergente catre zero,

organizat ca spatiu liniar normat ca subspatiu liniar in /).
7). Vom studia dualul spatiului

C([a,b]) = {x : [a,b] —>R:x continuﬁ} s
cu norma ||x||w = max{‘x(z‘)‘ ‘te [a,b]} .
Fie M([a,b]) = {x [a,b] > R:x mﬁrginitﬁ} ,

cu norma ||x| = sup{‘x(t)‘ ite [a,b]} .

Daci fe C([a,b])! , atunci, conform teoremei Hahn-
Banach, existdi F: M ([a,b]) — R o functionald liniard si
continud, care prelungeste pe f si astfel incat ||F ||:|| f || Fie
g: [a,b] — R definita prin:

g(a)=0, g(7)= F(;([a’t]), Vie(ab), g(b)= F(;([a,b]).
(x, este functia caracteristica a multimii A4 ).
Aratam ca functia g este cu variatie marginita pe [a,b] .
Intr-adevar, daci a= ty<t <t,<---<t =b este o

diviziune a intervalului [a,b] , atunci:
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g‘g(ti+l)_g(ti)‘:g

unde 4 =[t.t,,) daca i+1<n si 4, =[t

n-1°

F(zA,) ;
b].

Daca a, = sign(F(;(Ai)), atunci:

n—1 n—1
‘g(ti+1)_g(ti)‘ :ZF(O‘J(A,):F(Z“J(A,)
i=0 i=0
n—1
DAy,
i=0

Rezulta ca functia g este cu variatie marginita si

n—1
i=0

<[#[

=[#-

b
varg <|[F|[=1]. (4.8.10)
b
Vom ardta cd f(x)= jx(t)dg(l) (x € C([a,b])) .
Fie £>0 si >0 cu proprietdtile urmatoare:
dacd S={a=t,<t,<---<t, =b} este o diviziune a
intervalului [a,b], cu ||5|| <7, sdavem:

x(t)—x(t)| <&, Vie{0,1,2,,n=1}, Vte[t.t,],
b

[x(0)dg (1)~ S x(6) (2 (0) - 2(1)

<¢€.

a i=0

Notam suma Riemann-Stieltjes din relatia precedenta

n—l1

S;(f.g)= Z_:x(ti)(g(ti+1 )—g(t,))- Cu aceste notatii avem:

Sg(f,g):F(nZ_I:x(ti);(AJ.

i=0
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n—1

Jx()de(t)-F( $55(0) 2, |

g i=0

Deci: < & . Atunci:

= F(x)—j[x(t)dg(t)

\f@)—jx(r)dg(r)

IA
ol
=

|
T
R

<|F-fx=D %) x| +&
S3-||f||+g
Rezulta ca:
f(x)zjx(t)dg(t) (xe C([a,b])). (4.8.11)

a

Din proprietdtile integralei Riemann-Stieltjes avem
b b
‘f(x)‘ < V?rg~||x||w si deci ||f|| < varg.
Din (4.8.10) rezulta atunci ca:

b
|f]=varg . (4.8.12)

Observatii.
1) In reprezentarea (4.8.11) functia g nu este unica. Spre

exemplu, g+k (k € R) realizeazd aceeasi formula.
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2) Se poate ardta cd dacd g,,g, sunt functii cu variatie
marginitd pe [a,b], atunci I:x(t)dgl(t):ﬁx(t)dgz (t),
Vxe C([a,b]) daca si numai daci:

(5-2.)(@) =(5-2)(0)
=(8~&,)(t+0)
:(gl— 2)(t—O) A te(a,b).

3) Daci in observatia precedentd avem si g, (a)=g,(a)
si g,(t+0)=g,() (te(a,b)), atunci g,=g,.

Sa considerim spatiul NBV([a,b]) al tuturor functiilor
g:[a,b)] > R cu variatic marginita pe [a,b] si cu proprietatile
g(a) =0 si g(t+0) =g(t) (t e(a,b)).

Pe acest spatiu |g| = Vglr g este 0 normi in raport cu care
NBV([a,b]) este spatiu Banach.

Dacd g este o functie cu variatie marginita pe [a,b],
consideram:

0, t=a;
y(t) = g(t+0) =g(a), t
g(b)-g(a), t=b.
a

Atunci avem: yeNBV([ ,b ),

]
J, x(e)dg(r)= [ x(1)d (f)anec([ab])

b
vary < Varg
a a

€(a,b);
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Daca g este functia din reprezentarea (4.8.11), atunci

£(x) = x()ay(2).

b
f||:V(;ary.

Teorema 16. Pentru orice fe(C([a,b])), existd si este
unic y e NBV ([a,b]) astfel incdt, pentru orice xeC([a,b]),
avem f(x)=["x(e)dy(1).

Corespondenta [+ y este un izomorfism de spatii
liniare normate intre (C([a,b])) si NBV ([a,b]). Spunem ca
dualul  lui C([a,b]) este NBV([a,b]) si  scriem

(C([a,b])) = NBV ([a,b]). m
8). Fie p>1 si spatiul I”(T,0,m)=L", unde o este un
clan borelian (7T €oc), m:0 — R, este 0 masurd (numarabil
aditiva).
Cu semnificatia din exemplele precedente vom ardta ca

daca p>1, atunci (L”),:Lq, unde l+l:1. Fie fe(L”)
p 4q

!

Daca Beo,atunci y, e L”.
Definim v:oc >R, V(B)=f(;(B).
Functia v este numarabil aditiva.

Intr-adevar, dacd (B,),

., este un sir din o, format din multimi

o0

disjuncte doua cate doua si B = Un B, atunci:

-1 n?
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ZB_ZUk =

n=1

Bn

X -
Un=k+l B, P

de unde rezulta ca lim y, ,
k — oo Un:1B"
Deoarece f este liniard si continud, avem:

V(B)=f(zs)=}iflf(zuB,,j:khiﬂozf(“n):iv(lg")'

Functia v este m—absolut continud, adicd V &>0,

P

= y; In sensul normei din L.

37,50, m(A)<n, = |v(4)<e. Aceasta rezultd imediat

din |1 (z)|<[7llz., =17 1(m ()"

Conform teoremei Lebesgue-Radon-Nikodym, exista
y e L' astfel incat v(B) = IyZBdm (Beo).
T

Deci f(x;) =Iy;(Bdm (Beo).
T
Folosind liniaritatea functionalei f si a integralei, rezulta:

f(x) :jyxdm, (4.8.13)

pentru orice functie etajata x.
Fie x:7 — R o functie masurabila si marginitad. Exista
atunci un sir de functii etajate convergent uniform catre x.

Intr-adevar, exista M >0 astfel incat x(t)‘ <M,VteT.

Scriem [-M,M|= UI ", unde I sunt intervale disjuncte
=l

doud cate doua, de lungime 2M/n . Fie a’ mijlocul intervalului
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IT si xn(l):Zaj’.’;(xq(ﬂ). Functia x, este etajatd,
=1 !

xn(t)—x(t)‘SZM/n (teT) si ‘xn(t)‘SM (teT). Sirul
(x,) ., converge uniform si deci in L’ citre x si |x,y| <M |y].
Din teorema lui Lebesgue de convergentd dominata:

f(x): lim f(xn): lglgcjxnydmzjxydm.

n—> o
T

Retinem deci cd pentru orice functie masurabild si
marginitd x avem:

f(x)=[xydm (4.8.14)

T
Fie acum x € L” si fie:

_ x(t), x(t)‘ <n,
K (t)_{o, ‘x(t)‘ > n.

Functiile x, sunt mdsurabile si marginite si
1p /p
p:“ |x—xnpde :U. ‘x(t)‘pde ,
T 4,

unde 4, ={teT:‘x(t)‘>n}.
Deoarece  limm(A4,)=0, din absolut continuitatea

n— o

|x—x,

integralei unei functii din L' ca functie de multime rezultd ci
lim x, = x in sensul normei din L”.

De asemenea, sirul (x,) — converge aproape peste tot
)n21 este crescator si ‘xn(t)‘ < ‘x(t)‘ (teT).

x, () [y () <[ Al <[ -

catre x, sirul (

Avem: I
T

x}’l

xl’l
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Din teorema Lebesgue-Beppo Levi rezultd atunci
(o) (0)m <] s deci sy L'
T

Recapituland, sirul (x,) ~ converge a. p. t. si in L” catre

X, y| < |xy| si, folosind din nou teorema lui Lebesgue, avem

f(x)=1lim f(x,)= lim Ixnydm=nydm,adicé:
T T

x’

n—>®0

f(x):jxydm (xeLl). (4.8.15)
T
(Observam ca demonstratia este valabila pentru p >1).

1 1 :
Vom aratacd ye L?, unde —+—=1. Fie:

p 9
[ ke

0, ‘y(s)‘ > n.
Avem:

l (O, (2) e < f () (1) dm = £ (|xlsign y) <[ /]
l\X(f)

In inegalitatea lui Holder avem egalitate, dac:
1

P
2w PR (4.8.18)
2], I+
P P

Daca in (4.8.17) x =|y,,|q/p, atunci este verificata relatia

4.8.18) si deci [ [yl = [lx(e)][y, ()]dm =] .1, -
T

(4.8.16)

. deci:

v, (0)|dm <[ £, (48.17)

Y

Yn

Vg
Prin urmare: ||yn||q <| /| sau U qdmj <|7]-

T
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Folosind din nou teorema Lebesgue-Beppo Levi obtinem

Yq
(“yr dmj S”f” .Rezultica ye L si ||y||q < ||f||
T

Folosind in (4.8.15) inegalitatea lui Holder obtinem
|11y, - Deci | 7]=[A, -

’
Teorema 17. Pentru orice f e(Lp ) exista §i este unmic

1 1

yel’, [—4——: lj, astfel incat f(x)= Ixydm (x € L”).
q P T

Corespondenta f+> y este un izomorfism de spatii

liniare normate intre (Lp )’ si LY. Spunem ca dualul lui [V este
L? si scriem (L"’ )' =L7. |

9). Vom arita ci (L1 )’ =L". Fie f e(Ll )’. Am observat
ca are loc f(x):J.xydm (xeL1>, unde yelL'.

T

Sirul (y,) din (4.8.16) este format din functii din

L°°:L°°(T ,O',m). Observam ca pentru orice n>1 avem

. (0)| <1

n,eN, Aeo astfel incat m(A)#0 si

| a.p.t. Sa presupunem, prin absurd, cd exista
y"o (t)‘ > ||f
Fie functia x(¢)=y,(¢)signy(¢). Atunci |jx|=m(4) si
y(t)=yn(t), Vited.

,Vted.
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Avem: ||f]|m(4) <I dm:I|y|dm

Vm

=/ ()= |/ =11 m(4).

ceea ce constituie o contradictie. Rimane ci ‘ y, (t)‘ <| 7] a p-t

Rezulta deci ca:

Y., =essuplyl <A |f (%) =

Avem, astfel | ] = ]

<[yl I.-

J-xydm

T

yel”,

Teorema 18. Pentru orice f e(Ll) exista si este umic
yeL” astfel incat f(x)= ITxydm, (x € Ll) :

Corespondenta f+> y este un izomorfism de spatii

!
liniare normate intre (Ll) si L”. Spunem cd dualul lui L' este

L” si scriem (L1 )' =L". [ |

4.9. Exemple si exercitii

1). Fie pe R™ norma ||x||w:max , x=(xl,x2,---,xm).

1<i<m

X;

Fie A:R" — R" operatorul generat de matricea (al.j)

1<i,j<m
Fie |||, =sup{ || dx] .:[x|.<1}.

m

Si se arate ca “A“ 0 1‘2%’,2;

aij .
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2). Fiepe R™ norma ||x|| = i‘xj ,
j=l

x=(x,x,,X,).

Fie 4:R" — R™ operatorul generat de matricea (a . )1

<i,j<m

Fie |4 = sup{ [l x| : ], <1}

Sd se arate ¢ || 4|, = maxZ‘ u‘

1<j<m

3). Fie 4:R" — R"™ un operator liniar i (aij)

. >
1<i,j<m

a,, € R, astfel incat Ax:( La,x, ) .
J WAl
1<i<m

Fie [l =(X0 ) sl =sup{lad, ], <1}, wnde

i,j=1

I, =(302)

Sa se arate ca:
) A ||A||F este 0 normd pe B(]R'”);

i) [[4B], <[], -
iii) |||, <

. A BeL(R");

iv) Nuexistd p onormadpe R” astfel incat:
|4] . = sup{ p(4x): p(x)<1 } (A € B(R”’)).

4). Fie Y un spatiu liniar normat.
Sa se arate cd Y este spatiu Banach dacd §i numai daca

L(R,Y) este spatiu Banach.
5). Fie X,Y spatii liniare normate, X # {0} .
Sa se arate cd dacd £(X,Y) este spatiu Banach, atunci ¥

este spatiu Banach.
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6). Fie X.,Y spatii liniare normate. Sa se arate cd daca
dim £(X,Y) <oo, atunci dim X <o si dim¥ <.

7). Fie (4,) , unsir de numere reale, p>1si U:(” — s
definit prin U (x)=(4,x,) ., x=(x,) . (s este spatiul tuturor
sirurilor se numere). Sa se arate ca:

1) U (6” ) c /” dacd si numai daca (ﬂn )nZl este marginit;

ii) Dacd (4, )nZl este un sir marginit, atunci U este
continuu si |U]|=sup{|4,|:n 21}

iii) Sa se arate ca operatorul U este inversabil 1n B(W )

dacd si numai daca (1/4,) _ este un sir marginit.

n=1

8). Fie z o functie masurabild Lebesgue pe [a,b] si
T:I’ ([a,b])—)S([a,b]) definit prin 7'(x)=xz. (S([a,b]) este
spatiul tuturor functiilor masurabile pe [a,b]. Spatiile

considerate sunt presupuse ca fiind spatii de clase de functii
egale a. p. t.). Sa se arate ca:

1) T(L2 ([a,b]))cL2 ([a,b]) dacd si numai dacd functia
zel” ([a,b]) este esential marginita,
ii) Daci zeL” ([a,b]) , atunci operatorul T este continuu

3

si ||T|| = essup|z
iii) Operatorul T este inversabil in £(L2 ([a,b])) daci si
numai dac 1/z € L* ([a,b]).
9). Fie X,Y spatii liniare normate s1 U:X =Y un

operator liniar. S se arate cd dacd pentru orice sir (xn )neN,
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x,€X cu limx, =0, sirul (U (xn))neN este marginit, atunci

n—> 0

operatorul U este continuu.

10). Fie ae(0,1] si U:Lz([O,l])—>L2([O,1]) operatorul
definit prin U(x)(t):x(t“), (te[O,l]). Si se arate ca
operatorul U este liniar, continuu §i are norma ||U || = 1/ Ja .

11). Fie a:[0,1]x[0,]] >R o functic continud. Fie
U: C([O,l]) - C([O,l]) operatorul definit prin:

U (x)(s) = [ a(s.0)x(r)dr (s €[0.1]).
Sa se arate ca operatorul U este liniar, continuu si are

norma |U|| = maxj
0<r<1

12). Fie U : 0* > fz operatorul definit prin:

U(x) = (02 00%,00) s X=(, ) .,
Sa se arate ca operatorul U este liniar, continuu si are
norma ||U|| =1.

13). Fie U : /> — ¢* operatorul definit prin:

U(x) = (O,xl,xz,---,xn,---) , X = (xn)n21 .
Sa se arate cd operatorul U este liniar, continuu §i are
norma ||U|| =1.

14). Fie U : ¢* — (” operatorul definit prin:

U(x):((xl+x2+-~~+xn)/n)n21, x=(xn)n21.
Sa se arate ca operatorul U este liniar, continuu si si se

calculeze ||U || .

15). Fie U : C([O,l]) - C([O,l]) operatorul definit prin:



Operatori continui 123

U(x)(t) = J.;x(s)ds (t IS [0,1]).

Sa se arate ca operatorul U este liniar, continuu si sa se
calculeze ||U ||

16). Fie U:C([O,l])—)C([O,l]) operatorul definit prin
U(x)(r)= ZZ:OC;‘x(kﬁ)(l—t)}_k . Sé se arate cd operatorul U

este liniar, continuu si sa se calculeze ||U ||

17). Fie X spatiu Banach , Y spatiu liniar normat si
T, e £(X,Y). Fie:

Z= {x eX:(T, (x))n mﬁrginit} ,
W= {x eX: (H]; (x)”)n nemﬁrginit} .

Sa se arate ca:
1) Z =X sau Z este de prima categorie Baire;
i) W= sau W este de categoria a doua Baire.

18). Fie a:[0,1]x[0,1] > R o functie continua. Fie:
x =(c([o.1]), x(1)
v =(c([o.1]), x(t)|dr

Fie U: X — Y operatorul definit prin:
U(x)(s) = a(s.t)x(r)dr (s[0.1]).
Sa se arate ca operatorul U este liniar, continuu si
[U]]= max]a(s.t)
19).Fie X wun spatiu liniar normat si f: X >R o

aplicatie liniard si inchisd. Sa se arate ca aplicatia f este
continua.

3

| ) cu norma ||x|| = max
® © 0<r<1

1
| ) Cu norma ||X|| = '[
1 1 0
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20). Fie £,:C([0,1]) > R, definite prin:

1 .
f,(x)= n_[ox(t)dt—zkzlx(k/n) :
Sa se arate ca:
) |f.|=2n;
ii) Existd xeC([0,1]) ca (/, (x))n s fie nemarginit.

21). Fie a e C([0,1]) si f:C([0,1]) > R definitd prin:

1 (x)=] a(t)x(r)d.

Sd se arate cd [ este liniard, continua si | f]|= I; ‘a(t)‘dt.

22). Fie subspatiul Z < ¢* definit prin:

z={x=(a,),: Y, 7l <.

Fie U:Z — ¢* operatorul definit prin U(x)=(na,) . S& se

n>1"

arate ca:

prin d(x)= sup(Z:::1
n=1

i) U este un operator inchis;
11) U nu este continuu;
iii) Z nu este un subspatiu inchis in ¢°.

23). Fie X =(¢"||,) cu p=1.Fie d:¢" >R definita

ak|,,)1/19 ,unde x=(a,)

nzl "

Fie f,: X — R definitd prin: f,(x)=e, . Sa se arate ca:

1) d este onormape /”;
1) (f” ,d ) este spatiu Banach,;

iii) daca I:(E",d)—)X, I(x):x, atunci /™' este

continuu;

1v) f, este liniard si continua.
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24). Sa se generalizeze afirmatiile din exercitiul precedent
pentru spatii Banach cu baza Schauder.

25). Fie X cC([a,b]) un subspatiu inchis format din

functii derivabile cu derivata continud. Atunci dim X <oo.
Solutie. Fie U:X —»C ([a,b]) operatorul definit prin

U (x) =x". Operatorul U este inchis si, deoarece X este spatiu

Banach in raport cu norma indusi din C([a,b]) ,

||w , conform

teoremei grafului inchis, U este continuu.
Fie 4= {x eX:

|x||w£1}. Conform celor precedente

U (A) este marginitd, adicd exista M >0 astfel incat
||x’||w <M. Atunci A este inchisd, marginitd, echicontinua.
Conform teoremei Arzela-Ascolli, multimea A4 este compacta.
Din teorema lui Riesz rezulta ca dim X <. O]
26). Fie X si Y spatii Banach s1 U: X — Y un operator
liniar, continuu si injectiv. Sa se arate ca:
existd M >0 astfel incat dist(O,U’1 (y)) <M|y| (veY).

27). Sa se arate cd afirmatia cuprinsd 1n exercitiul
precedent este echivalenta cu teorema aplicatiei deschise.

28). Fie X un spatiu Banach si spatiul ]R[x] cu norma
||p||:sup{‘p(x)‘:xe[a,b]}.
Fie U: X — R[x] un operator liniar si continuu.

Sa se arate cd dimU (X ) <.

29). Fie X un spatiu liniar, p si ¢ norme pe X astfel
incat (X, p) si (X,q) sunt spatii Banach.
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Sa se arate ca daca orice sir convergent la zero In raport cu
p este marginit In raport cu ¢, atunci p si ¢ sunt echivalente.

30). Fie X un spatiu Banach, Y si Z subspatii inchise cu
proprietatea ca:

VxeX,AyeY si I ze Z astfel incat x=y+z.

Sa se arate ca exitd a >0 astfel incat ||y||£a||x
, Vxe X.

Solutie. Operatorii de proiectie U: X —»Y, V: X > Z,
U (x) =y, V(x) = z sunt liniari, Inchisi i deci continui. =

>

[l < el
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ELEMENTE DE TEORIE SPECTRALA

5.1. Spectrul unui operator liniar si continuu

Fie X un spatiu liniar normat peste corpul K (R sau C)
siUe .B(X ) .

Definitie. Se spune ca numarul 1 €K este regulat pentru
operatorul U daca existd (U—/ll)_1 eL(X),unde [: X > X

este operatorul identitate.

Observatii.

1) In definitia precedenta se cere decica U—-AI: X - X
sa fie o bijectie, iar aplicatia inversa sa fie continua.

Daca X este spatiu Banach, atunci A este numar regulat
pentru U daca si numai dacd U—-Al este o bijectie (vezi
teorema aplicatiei deschise).

2) Daca dimX <o, atunci A este numar regulat pentru
U daca si numai daca U — Al este injectiv.

Daca X =C", iar U este generat de matricea A, atunci

A este regulat pentru U daci si numai daca det(A4—A7)#0.

Daca X =R" si ca mai sus operatorul U este generat de
matricea A, iar polinomul caracteristic det(4—A/) nu are

radacini reale, atunci orice numar A € R este regulat pentru U .
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Definitie. Complementara in K a multimii numerelor
regulate pentru operatorul U se numeste spectrul lut U si se

noteaza S(U) .

Definitie. Se spune cd A €K este numar propriu pentru
operatorul U dacd existd xe X , x#0, astfel incat U (x) = Ax.

Se spune atunci cd x este vector propriu corespunzator

numarului propriu 4.
Multimea numerelor proprii se numeste spectrul punctual

al lut U si se noteaza Sp(U )

Observatii.
1) Daca A este numar propriu pentru U, atunci U —A[

nu este injectiv si deci A apartine spectrului lui U .

2) Daca dim X < oo, atunci Sp(U)=S(U).

3) Se poate intdmpla ca Sp(U)=9.

4) Daca /IES(U ) si U—-Al este injectiv, atunci sau
U—-AI nu este surjectiv, sau U—Al este surjectiv dar
(U-21 )_1 nu este continuu.

Asa cum am mai observat, aceastd ultima situatie nu se
poate intimpla dacd X este spatiu Banach.

Teorema 1. Fie X un spatiu Banach si UE.B(X).

Atunci spectrul lui U este o multime compacta, nevida daca X
este spatiu Banach complex.

, atunci HIIUH <1

Demonstratie. Dacd 41 €K si |/1| > ||U
sideci /—A7'U este inversabil in £(X).
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Rezultd ca exista (U — A1 )71 € £(X) sideci A4 este numar
regulat pentru U . Spectrul operatorului U este deci inclus in
multimea {/1 eK: |/1| < ||U||} .

Pentru a demonstra ca § (U ) este 0 multime inchisd, fie

Ay 2 S(U). Scriem:

U=A =U-AJ (=21 (5.1.1)
—(U= )1 -(2=2)(U=20)")
1 . Daca ‘ﬂ—/lo‘<r, atunci

Notam r=r——7+
H(U—/lol)

(/1—/10)(U—2,01)_1H<1 si deci I—(ﬂ—/lo)(U—/lol)fl este

inversabil. Din (5.1.1) rezultad ca U — Al este inversabil.
Recapituland, daca

(U-A1)" e £(X),

e .
U-a1)" :(1—(/1—/10)(U—/101) ' (w-20)" 1)
Deci, {1 e K:|4— 4| <r} cK\S(U), daca 4, 2 S(U).
Prin urmare, § (U ) este o multime inchisa. Fiind
marginitd si inchisd, $(U) este o multime compacta.
Apoi din (5.1.2) rezulta ca:
|/1 - 2.0| <r =

o0

U-21)" =Y (2-2,) (U-2,0)"". (5.1.3)

n=0
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Pentru fe(B(X)),, definim g:K\S(U)—)K prin
g(2)=r((U-21)").

Din (5.1.3) rezulta ca:
‘/I—lo‘< ro=
g(z)=Z‘;(ﬂ—zo)"f(((]—zo])'”'l). (5.1.4)
Afirmatia arata ca functia g este analitica pe K\§ (U ) .
Sa presupunem cd X este spatiu Banach complex si ca
S(U)=2.
Functia g este atunci analiticd pe C.
Pentru A, =0 relatia (5.1.4) este:
< = e()=2 s (v)
o]
Functia g fiind analiticd pe C, dezvoltarea precedentd
este valabild pe C:

g()=X2"f(U"") (2eC). (5.1.5)
n=0
In particular, din relatia precedenti retinem ci
lim f(l”U‘”‘l) =0, pentru orice f e (.B(X))'.

n—> o0

Din teorema Banach-Steinhauss deducem ca pentru fiecare
AeC sirul {ﬂ,"U _"_1} , este marginit in B(X ) , adica exista

M(/l)>0 astfel incat [A"U ™"
2|l sm()U] (neN).

<M () (neN). De aici

rezulta ca
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Afirmatia precedentd este insa contradictorie, pentru ca
sirul {(|/1|/||U||)n} este marginit doar daca |/1| < ||U|
neN

Astfel rezultica S (U ) . O

Lema. Fie X un spatiu liniar normat si UEB(X).

1/n
Atunci sirul { u” } este convergent §i
n=l1
. n 1/n . n 1/n
lim ||U =inf ||U .
n—>© n>l1
Demonstratie. Din |U” S”U ||" retinem cd sirul
. o e . AV
considerat este marginit. Fie r:1n1f U H si €>0.
n=

Existd n, e N astfel incat ‘U " < r+e¢, deci:

o] < (r+2)". (5.1.6)

Pentru n>n,, n,eN, scriem n=cn,+d, cu c,d eN si
d<n,.

Atunci U” = (U™ ) U, de unde |U"| <[] u]".

Din (5.1.6) avem U] < (r+&)""[U]".

Deci U] S(r+€)lfd/n Ul

< < o1 a7 . .
Astfel rezultda ca limsup||U <r+¢ sl atunci avem

n—> o0

inegalitatile:

r< limianU”H v < limsupHU”H v <r+eg.
-

n— o
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Deoarece, in relatia precedentd, ¢ este arbitrar, rezulta ca

sirul {HU A 0

1/n ..
} este convergent si lim HU !
nl

n—

Observatie. Subliniem cd lema precedenta este adevarata
pentru spatii normate reale sau complexe.

Teorema 2. Fie X wun spatiu Banach complex §i
UGB(X). Atunci

lim |U”|" = sup{|4]: 2 e S(U)} (5.1.7)

n—> o

Demonstratie. Remarcdm cad din teorema precedentd se
stiecd S(U)= D si S(U)c{/IG(C:WS”U”}.
1/n

Cu notatia din teorema precedenta, fie » = lim HU ! s

n— w0

fie A1 eC,

ﬂ|>r.

.. . A ml||Y/m .
Exista atunci m e N, astfel Incat HU <|/1|. Atunci

1
_Uln
lm

<1 si deci operatorul U" —A"I este inversabil.

m—1
Din U" - A" = (U—/U)(Z/lkU’"_kj rezultd ci odatd cu
k=0
U™ —A"1 , operatorul U — Al este surjectiv.
Din injectivitatea lui U™ — A" [, rezulta apoi injectivitatea
operatorului U — A1 .
In concluzie, operatorul U —Al este inversabil, deci

Ae S(U) = |/1| <r.Rezulta ca:
sup{|2|: 2eS(U)}<r. (5.1.8)
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Fie 1 C cu |4|>[U]. Atunci (U A1) =-> Ly,
Fie fe(.B(X)), sl g:(C\S(U)—)(C, definitd prin
g(A)=f ((U — Al )71) . Atunci are loc dezvoltarea Laurent:

o
> 10] = e(1)=-3 2 (v°).

Din olomorfia functiei g pe C\S(U) (vezi teorema 1),

rezultd ca dezvoltarea Laurent precedentd este valabila pe
{AeC:|A|> p} =C\S(U) (unde p=sup{|2|: 1 e S(U)}:

> = g(2)=-3 5/ (V7).

n+l
n=0 /1

1 f(U”)j:O, pentru

Ca mai sus, rezultd cd lim f [ﬁ,”“

n—®©

' 1
orice f e (,B(X )) , de unde deducem ci sirul {/1”“ U "} este
neN
marginit in £(.X), adica:
A

exista M =M (1) >0 astfel incat <M,V neN.

ol

Atunci U] <] 4| p,

Deci lim |[U” v < A pentru orice 1 €C cu |ﬂ| >p.

n— o0

Rezulta ca lim HU "Hl/" <p.Din (5.1.8) deducem in fine

n—> 0

ca lim |U”|" =sup{[2]: 2 S(U)}. O

n—> w0
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Observatie. Numarul =sup{|4|:1e$(U)} se va numi

raza spectrului operatorului U .
Avem deci relatiile urmatoare:

rS”U,
S(U)c{reC:|a|<r}. O

5.2. Spectrul unui operator compact

Definitie. Fie Ue£(X) si AeSp(U). Se noteaza
E,={xeX:U(x)=Ax}. Multimea E, este atunci un

subspatiu  inchis numit subspatiu propriu corespunzator
numarului propriu A .

Observatie. Avem U(E,)C E, .

Teorema 3. Fie X un spatiu liniar normat §i U € B(X)
un operator compact.

1. Daca dim X =0, atunci 0 S(U);

2. Daca O;tﬂeS(U), atunci A este numdr propriu
pentru U . Subspatiul propriu E, are dimensiune finita;

3. Spectrul lui U este o multime cel mult numarabila ale
carei puncte, cu exceptia eventual a lui zero, sunt izolate.
Daca S(U) este infinita si S(U)= {ﬂn}neN, atunci

lim 2, =0.

n— o

Demonstratie. (1). Daca pentru operatorul compact U,
numarul zero ar fi regulat, atunci U ar fi un homeomorfism.
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Multimea U (B(0,1)) ar fi atunci o vecinatate compacti a

originii in X . Conform teoremei lui Riesz, spatiul X ar avea
dimensiunea finita, ceea ce ar contrazice ipoteza.

(2). Fie 41#0, leS(U). Daca U—-Al ar fi injectiv,
atunci, conform teoremei Riesz-Schauder, /—(1/A)U ar fi

inversabil si deci A ar fi numar regulat pentru U, ceea ce
contrazice ipoteza.
Tot din teorema Riesz-Schauder rezultd cd dimE, <oo.

(3). Vom arata cd pentru orice ¢&>0 multimea
{1e8(U):|A|= &} este finita.

Pentru aceasta, sa presupunem prin absurd ca exista
g, >0 astfel incat multimea {/”t eS(U):|A|= 50} este infinita.
Existd atunci {/In}nzl un sir in $(U), astfel incat 4, # 4, pentru
n#m si |/1n|23, Vn.

Notdm E, ={xe X :U(x)=24,x}.

Fie X, =Sp{E,UE,U---UE,}.

Deoarece pentru n#m avem E,(E, ={0}, rezulta ca
X, cX,,.

Din U(E,)cE, si (U-4,/)(E,,)={0} rezultd ca
(U-2,.1)(X,.,)c X, adica:

n+l
(1——1 UJ(X )o X
/1 n+l n°*

n+l

Din aceasta incluziune si din lema cvasiperpendicularei,
deoarece subspatiile X, sunt inchise (sunt de dimensiune

finitd), rezulta ca exista

a,. | =1 si astfel incat:
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U (a,,)-——U(x)

n+l

1 .
25, pentru orice x e X, .

n+1

De aici rezulta:
U(a,,)-U(x)| >1g (xeX,).

Cu o constructie prin inductie, exista a, € X, , astfel incat

al=1si nim:HU(an)—U(am)HZ%e‘O.

Ultima afirmatie este in contradictie cu compacitatea
operatorului U . Rdmane deci cad pentru orice ¢ >0 multimea

{A1e8(U):|A|= &} este finitd (eventual vida).

Din incluziunea:

S(U)CU{/leS(U):WZ%}U{O},
k=1
rezultd cd spectrul operatorului U este o multime cel mult
numarabila.
Daca dim X =00, atunci avem egalitatea:

S(U)=U{/1 eS(U):|/1|Z%}U{O}
k=1
Apoti, afirmatiile:
orice numar nenul din spectru este punct izolat al spectrului;

daca S(U) este infinitd, daca S(U) = {ﬂn}nEN . atunci
lim A, =0 sunt consecinte imediate ale celor precedente. O

n—> o
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5.3. Exemple si exercitii

1). Fie p>1, {/1 }nZ] un sir marginit de numere complexe

n

si U:0” — (7, operatorul definit prin U(x)={A4,x,} ., unde
xX= {xn}nzl el”.

Daci ¢, = {51‘”},21’ atunci U (e,)=A,e, si deci:

n1’

S(U)c{A,:n=1,23,--}.

Daca A¢ {ftn n= 1,2,3,---} , atunci exista &£>0 astfel

incat

A- ﬂn| > g pentru orice 7.

Sirul {;} este atunci marginit, operatorul U — A/
nxl

n

este inversabil si avem:

- 1
U-Al)" (x)=—— :
( ) (X) {ﬂn - /1 xn }n>l
Aceasta aratd cd A este numar regulat pentru U .
Rezulta ca S(U) = {/1n n= 1,2,3,---} .

Se stie ca U este compact daca si numai daca lim 4 =0,

n— o
numarul zero este deci In spectru §i este numar propriu daca si
numai daca existd k € N astfel incat 4, =0.

2). Fie U : #*> — ¢* operatorul definit prin:
U(x):(O,xl,x2,~-,xn,-~-).

Avem HU” . 1.

=1 pentru orice n € N si deci lim HU !

n—> o

Atunci S(U)C{AG(C:WSI}.
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Pentru orice Ae€C ecuatia U(x)—Ax=0 are numai

solutia x =0, deci operatorul nu are valori proprii.
Operatorul nu este surjectiv, deci 0 € § (U ) .

Daci |/1|Sl, A#0, atunci ecuatia U(x)—Ax=¢, unde

e = (1,0,0,-..) , are solutia x = (—l/ﬂ”)

nl

Pentru |/1| <1 avem limL:oo, iar pentru |/1| =1 avem

naw|/’in

=1.

n

.1
lim
n— o |ﬂ

Vectorul x nu apartine spatiului /> si deci U — A/ nu este
surjectiv.

Deci, $(U) = {/1 eC:||< 1} . Afirmatia riméine adevirati

daca consideram p >1 1 U : (7 —> (7.
3). Fie p>1 si U:¢" - (7 operatorul definit prin
U(x):(xz,xp--',xn,-n).

Avem lim[U”]"" =1, deci S(U) = {4 eC:|2]<1}.

n—> o0

Pentru  |4|<1, ecuatia U(x)=Ax are solutia
x:(gl,ggl,...’ﬂgp...)_
Deoarece |ﬂ,|<1, vectorul x apartine spatiul ¢” si, prin

urmare, A este numir propriu.
Atunci {/1 eC:|4|< 1} < S(U) si, cum spectrul este o

multime inchisa, obtinem S(U) = {/1 eC:|A|< 1} :
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), |x||:max{‘x(t)‘:te[0,1]}.
FieU: X > X, U(x)(s)zjjstx(t)dt.

Operatorul U este de rang finit s1 deci compact.
Conform teoremei 3, in spectrul lui U, in afara de 0, se
mai afld doar numere proprii. Pentru un asemenea numar propriu

A exista x#0 asaca U(x)z/lx.

4). Fie x =(c([0.1]),

Elementul x este atunci de forma as, unde o = J.; ix(t)dt .
Rezulti ¢ A= [ rdr=1/3 si deci S(U)={0:1/3}.
5). Fie X spatiul din exemplul precedent si U: X = X,

U(x)(s) = (s+1)x(t)dr .

Operatorul U este de rang finit §i deci compact.
Conform teoremei 3, 0 € 8(U), iar in spectru se mai afld

doar numere proprii. Dacda A #0 este un numar propriu, iar x
este un vector propriu corespunzator atunci x =as+ 3.

Rezultica Ada=pB+a/2, AB=a/3+p/2.

Cum a=#0, rezulti ca (A-1/2)=1/3 si deci
A=1/2+3/3.

In concluzie, $(U) = {O; 1/2+ \/3/3} :

6). Fie T:C([O,l])—)C([O,l]), operatorul definit prin

T(x)(1)=mx(t)+ I;x(s)ds . Fie pe C([O,l]) norma uzuald max.
Sa se arate ca:
D 7]=2;
i1) A =0 nu este numar propriu pentru U;
iii) 7 nu este compact.
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Solutie. (i): Se aratd, mai intai, ¢4 ||T]|<2 si lund x, =1
va rezulta ||T|| =2.

(i1): Daca T (x) =0, atunci x este derivabilda si
o' (t)+2x(t)=0. Avemsi x(0)=0.

Pe un interval [8,1]C(0,1], functia x trebuie sa fie de
forma x(t) = k/ t*, functie care nu se poate prelungi prin
continuitate in #=0.

Din  T(X)c{yeC([0.1]):»(0)=0}, rezults ca
0eS (T ) .

(iii): Daca T ar fi compact, ar rezulta cd operatorul
S(x)(l) = tx(t) este compact.

Necompacitatea operatorului S se probeaza considerand
sirul marginit (t” )nZI .o e



6

SPATII HILBERT!'

Un spatiu Hilbert este un spatiu liniar normat complet a
carui norma provine dintr-un produs scalar. Spatiile Hilbert
reprezinta generalizarea spatiilor euclidiene.

Spatiile Hilbert si operatorii definiti pe aceste spatii au
aplicatii importante Tn mecanica cuanticd, mecanica fluidelor,
teoria probabilitdtilor, ecuatii cu derivate partiale, ecuatii
integrale, analizd armonica si in alte domenii.

In acest capitol prezentim conceptele, metodele si
rezultatele esentiale ale teoriei spatiilor Hilbert.

6.1. Spatii cu produs scalar

Definitie. Fie / un spatiu liniar peste corpul K € {R,C}.
O aplicatie {-,-):HxH — K se numeste produs scalar (sau
produs interior) daca verifica urmatoarele axiome:

) () =0x) (x,yeH);

1) {(ax+ py,z)y =alx,z)+ f{y,z) (Ol,ﬂ eK x,y,z¢e H);

i) x#0=(x,x)>0.

Spatiul liniar A impreund cu produsul scalar (.,-) se
numeste spatiu prehilbertian (sau spatiu cu produs scalar).

! David Hilbert (23 ianuarie 1862 - 14 februarie 1943).
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Exemple.

1) Fie spatiul liniar K”". Definim (x,y)= ZZZI ﬂk/Tk
pentru oricare x =(A4,4,,-+,4,) si y =, 15,---,14,) din K"

Se verifica imediat ca este (-,-) produs scalar pe K" .

Spatiul prehilbertian (K”,(-,-)) este cunoscut ca spatiul

unitar n-dimensional.

2) Fie X spatiul liniar al sirurilor (e,)  de scalari din

n

K, cu proprietatea ca o, =0, cu exceptia unui numat finit de
indici n. Daca definim (x, y) =Zn=lan ., unde x=(a,) _ si
y=(8, )m, atunci (-,-) este produs scalar. Alte produse scalare
pe X sunt: (x,)) = Z n’' -an_n , (x,y) = Z;ns -anﬁ_’n.

3) Fie spatiul liniar C ([a,b]) al functiilor continue pe

0

n=l

intervalul inchis [a,b], a<b. Definim (f,g) = Ibf(t)mdt,
pentru f,ge C([a,b]). Spatiul (C([a,b]),(-,-)) este numit

spatiul prehilbertian al functiilor continue pe [a,b].

Propozitie. Fie (H ,(-,~>) un spatiu prehilbertian. Atunci
produsul scalar are urmatoarele proprietati:

i) (x,ay+ Pz)y=alx,y)+ f{x,z) (a,ﬂ ek, x,y,ze H);

i) 0,yy=(x,00=0 (x,yeH);

iii){x,z)y={y,z),V zeH = x=y.

Demonstratie. Exercitiu. U
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Propozitie (Inegalitatea Cauchy-Schwarz). Oricare ar fi
x,y € H, este adevarata inegalitatea:

[, )] < (e x) -y

Demonstratie. Fie x,ye H . Daca x=0 sau y =0, atunci
inegalitatea este evidenta. Presupunem ca (y,y) >0.
Atunci avem:

0<(x+Ay,x+ 1) =(x,x)+/T<x,y>+/1<y,x>+|/1|2<y,y>.
Luand 4 __{ww , obtinem:
.
e e el o]
G725 D2NNEG 25 VRN G 8 i
e <X () (xyeH).
(Inegalitatea Cauchy-Schwarz) 0

0<{x,

, adica

Propozitie. Oricare spatiu prehilbertian este spatiu liniar
normat in raport cu norma ||x|| =(x,x) .

Demonstratie. Verificim axiomele normei:
i) [x]=0 = x=0;

1) ||ax|| = |a|||x|| (a eK,xe H).;

iil) [fe+ <[+ (v e ).

(1): Din definitii avem: ||x|| =0=(x,x)=0=>x=0.
(i1): Din definitii i proprietatile produsului scalar avem:

||ax|| = \/<ax,ax) = \/a(ﬂx,x) =,/ a|2 ||x| = |a|||x|| .

(ii1): Rezulta din inegalitatea Cauchy-Schwarz astfel.
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Daca x,y e H , atunci:

OS”ery”2 =(x+y,x+y)
= [(x, )+ (x, )y + (3, X) + (1, ))|
=|Ge,0) + (e, 7+ e ) + (039
=[x x) + 2[Redr, p)[ +(3, )
< (o, x) + 2|, Y|+ ()
<€, x) + 200, X0, 1)+, ¥)
= ol 2]+

= (11"

Deci ||x+y|| < ||x|| +||y|| (x,y € H) . O

Observatii.

1) Vom spune cd intr-un spatiu prehilbertian norma este
generata de produsul scalar.

2) Toate notiunile si rezultatele de la spatiile liniare
normate sunt valabile pentru spatiile prehilbertiene.

3) Inegalitatea Cauchy-Schwarz, numitd si inegalitatea
Cauchy-Schwarz-Bunyakowski, se poate scrie acum astfel:

x|l v (ereH).

Propozitie. Fie (H ,(~,->) un spatiu prehilbertian. Daca
limx =xgi limy, =y, atunci im(x,,y,) =(x,y).

n —» oo

Demonstratie. Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz-
Bunyakowski, avem:
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K,y =] =[x, —x 0, =9+ (60, =) +(x, = x, )]

<[(x, = x, 3, = )| +[x, v, = W]+ [(x, —x, )]
<, =l = {1+ [l 9, = 2+ e, = 1]
Deci lim (x,.,) —(x,1)|=0. O

Propozitie (Legea paralelogramului). Daca H este
spatiu prehilbertian, atunci

e+ A b= =2l +1b1°) (xy ).

(Legea paralelogramului)

Demonstratie. Fie x,y € H . Avem egalitatile urmatoare:

e+ +e=y7 =t y,x+ )+ (x—p,x-y)
=X, x) +{¥, ) +{x,x) +{¥, »)

=2(ld +1°).

adica -+ |+ x— " =2(Jod "+ [5") - =

Propozitie (Identitatea de polarizare). Fie H un spatiu
prehilbertian complex. Atunci, pentru fiecare x,y € H, avem:

1
ooy = [t ol el e e

(Identitatea de polarizare)

Demonstratie. Pentru x,y € H , avem identitatea:

e+ 3" =[x+ )7 + e ) + () 6.1.1)
Inlocuim pe v, perand, cu —y, iy, —iy si obtinem:
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e =l 4ol - e~ (0,
o ] = ol ol - i) + i),
=] =l ol i =i0

Apot,
ey = =l I+ e ) (6.1.2)
ixc+iv]” =ilx|” +ily]” + ) =0 (6.1.3)
—i”x —iy”2 = —i||x||2 —i”y”2 +{(x,y) = (¥, x) (6.1.4)
Dacé adunam identitatile (6.1.1), (6.1.2), (6.1.3) si (6.1.4)

|2 =4x,yy. U

obtinem ||x + y”2 —||x—y||2 + i||x+ iy”2 - i||x —iy

Observatie. Daca, intr-un spatiu liniar normat complex X,
norma verificd legea paralelogramului, atunci ea este generata
de produsul scalar:

1
ooy = ot =l oA il i =il ] -

6.2. Ortogonalitate. Baze ortonormate

Definitie. Fie x,y € H. Elementul x este ortogonal pe
elementul y dacad (x,y)=0. Aceasta se noteaza x L y.

O multime 4c H se numeste ortogonalad, daca x L y,
pentru x,ye 4, x#y.

Un sir (xn )n de elemente din H se numeste ortogonal,

dacd x, Lx, (i#j, i,j=1273,").
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Un element x e H se numeste ortogonal pe o multime
Ac H, dacd x_La, pentru oricare a€ A. Notam x L A si

A" ={xeH:x L A}.Definim 4" :(Al)l.
Fie 4 si B submultimi ale spatiului prehilbertian H .

Multimea A4 se numeste ortogonald pe multimea B, daca
alb (aeA,beB).

Propozitie. Fie (H ,(-,-)) un spatiu prehilbertian. Atunci:
i) daca x,ye Hgsi x Ly, atunci y L x;

ii) daca xe Hsi x L x, atunci x=0;

iii) x 1. 0, pentru oricare x € H ;

iv) daca xe Hsi x L H, atunci x=0,

v) daca x,y, € H astfel incat x 1Ly, k=123,-.n si

a, €C, atunci x L(Zzzlakyk)f

vi) daca xe H, y, e H astfel incat x Ly , n=12,3,--
si limy =y, atunci x L y.

Demonstratie. Exercitiu. U

Propozitie. Daca A si B sunt submultimi ale unui spatiu
prehilbertian H , atunci:

i) A" este subspatiu liniar inchis al lui H ;
i) A A
iii) daca A< B, atunci Bt c A';

i) (444) =4

v) At = (Sp_A)L
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Demonstratie. Exercitiu. U

Exemplu. In spatiul prehilbertian al functiilor continue pe
[-7,7], considerdm sirurile x,(7)=sin(nt) (n=1,2,3,--) si

v, (t)=cos(nt) (n=0,1,2,3,---).
Aceste siruri sunt ortogonale, adica, pentru m #n :

Jl” sin(mt)sin(nt)dt =0,

qu cos(mt)cos(nt)dt=0.

Teorema 1 (Teorema lui Pitagora). Fie x,y e H. Daca

x 1y, atunci ||x+y||2 = ||x||2 +||y||2.

Demonstratie. Fie x,y € H . Dacd x L y, atunci:
||x+y||2 =(x+y,x+y)
=2, X) +(x, 1) +{y, %) +{¥, )
R

=[x
Deci,
ey =+ (o€ #).
(Teorema lui Pitagora) U

Corolar. Daca x,,x,,--+,x, € H sunt ortogonale, atunci:

n 2 n

_ 2
25 =2l
k=1 k=1

(Teorema lui Pitagora generalizata )
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Corolar. Daca x,x,,--,x,€ H sunt elemente nenule

ortogonale, atunci ele sunt liniar independente.

Demonstratie. Fie x,x,,---,x, e H eclemente nenule

ortogonale. Presupunem cd existd «,a,, :-,a, € C astfel incat
n .
X, =0. Atunci elementele a,x,,a,x,,---,a,x, € H sunt

ortogonale si avem:

2
Z“kxk = Z”O‘kxk”2 = Z|0‘k|2||xk”2 :
k=1 k=1 k=1
Din  |x]#0 (k=123,n) si Y. |ey|’ x| =0,
rezultd a, =0 (k=1,2,3,---,n). O

0=

Definitie. O multime 4 c H se numeste orfonormata,
dacd este ortogonald si ||x]|=1 (x € 4).

Un sir (x, )n de elemente din H se numeste ortonormat,

=1 (n=1,2,3,-).

dacd x, Lx, (i#j,i,j=123,)si|x,

Observatii.

1) Un sir (x,) de elemente din H este orfonormat daca
si numai dacd (x,x;)=6, (i,j=12,3,---), unde &, este
simbolul lui Kronecker.

2) O multime A4 c H se numeste ortonormata daca si
numai daca (x,y)=0, daca x,ye 4, x#y si (x,x)=1, pentru
oricare x € 4.

3) Daca (x,) este un sir ortogonal de elemente nenule,

n

atunci sirul (y,) ,unde y, =x,/|x,|, este ortonormat.

xl’l
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Teorema 2 (Egalitatea lui Bessel). Daca x,x,,---,x, sunt
elemente ortonormate dintr-un spatiu prehilbertian H , atunci:

n 2 2 n
X—Z<X»xk>xk =||x|| —Z
k=1

k1
(Egalitatea lui Bessel)

(x,xk)|2 (x € H).

Demonstratie. Fie x,x,,.--,x, e H §i «a,,a,,,a,cC.
n 2 n n
_ 2 _ 2 A .
2| = Jax| =2 el . Apoi,
k=1 k=1 k=1
2

n P n n n P
DI B O RTICONAAEDD A

k=1 k=1 k=1 k=1

n . no___ . L
:||x||2 _kzz;ak(x,xk>—;ak<x,xk>+;akak

Atunci

n - n
= ||X||2 _Z<x’xk><x’xk> + Z(X,kax,xk) -
k=1 k=1
_Zn:ak<x’xk> _ia_/{<xa-xk> + iaka_/{ =
k=1 k=1 k=1

) n
=l -2

k=1

n n
LN EENESY
k=1 k=1

Pentru o, =(x,x,) avem:
2
n

= -2

k=1

<x,xk>|2 +i[<x,xk> —ak][<x,xk>—ak]

2
<x,xk>—ak| .

n

x—Z(x,xk>xk

k=1

(x,xk)|2 (er). ]

Observatie. Din egalitatea lui Bessel, obtinem imediat:
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n

2w x) <[l (xe ).

k=1

(Inegalitatea lui Bessel)

Corolar. Dacad (x, )n este un §ir ortonormat de elemente

dintr-un spatiu prehilbertian H , atunci:

o0

2 [x.x,)

n=1

<l (ve).

In particular, lim({x, x,)=0.

Observatie.  Alegerea numerelor ¢, =(x,x,) 1in
demonstratia teoremei de mai sus minimizeazd norma

n
Hx_ Zk:l Xy

elementului x printr-o combinatie liniard de elemente
ortonormate x,,x,, -, X, .

n

, care ne dad cea mai buna aproximare a

Teorema 3 (Procedeul Gram-Schmidt). Dacd (y,)
este un sir de elemente liniar independente intr-un spatiu

prehilbertian H, atunci exista un sir ortonormat (x, )n in H astfel

incat Sp{xl,xz,---,xn} =Sp{yl,y2,---,yn} pentru oricare n.

Demonstratie. Definim sirul (x, )n in mod inductiv.

Fie x, =y, / || y1|| . Presupunem ca au fost definite n—1
elementele ortonormate x,,x,,---,x, , care indeplinesc conditia

Sp{x, %, %} =Sp{yi v, v}, k=12,,n=1.  Apoi,
definim un element x, care sd fie o combinatie liniard de
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elementele y,,y,,---,», (sau, echivalent, de elementele
X, Xy, . X, ¥, ) si ortogonal pe {x,,x,,+,x,,}.
n-1
Pentru aceasta, fie elementul z=y, - Z o D X)X
Atunci z#0si zL{x,x,--,x,,}. Definim x, = z/”z” .

Se verifica faptul ca fiecare combinatie liniard de elementele
X,,X,, X, este, de asemenea, combinatie liniara de elementele

y1ay2:"'7yn’$i invers. O

Corolar. Un spatiu prehilbertian de dimensiune finita n
are o baza ortonormata {el,ez,- . ~,en} .
Spatii Hilbert

Definitie. Un spatiu prehilbertian complet (in raport cu
norma generata de produsul scalar) se numeste spatiu Hilbert.

Observatie. Un spatiu Hilbert este, prin urmare, un spatiu
Banach in care norma este generatd de un produs scalar.

Propozitie. Fie H un spatiu Hilbert si (xn)n un §ir
ortonormat de elemente din H . Atunci, pentru oricare x € H,

. © ~
seria anl<x, X,)X, este convergentd.

Demonstratie. Notdm s, =Z;<x,xi>xi si aratam ca sirul

(s,) este convergent. Avem, pentru n>1si p>0,

? mp ? n+p 2
:Hzi=n+1<x’xl’>xl‘H :Zi=n+l (x,xl.>| :

Sn+p _Sn
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Apoi, stim ca z;|<x,xl.)|2£||x||2. Astfel, daca £>0,

exista N astfel incdt pentru n>N si p>0 avem
Zner
i=n+l

Prin urmare, (s,) este sir Cauchy si, intrucat H este

<é&.

(x,xl.>|2 <&’ adica ‘

Sn+p - Sn

complet, sirul (s,) convergela y="" (x,x,)x, . O

Observatie. (x—Z?;(x, x)x,%)=0k=12,3,-

no

Definitie. O baza ortonormata pentru un spatiu Hilbert H
este o submultime B alui H ortonormatd maximala.

Teorema 4. Fiecare spatiu Hilbert are o baza
ortonormata.

Demonstratie. Se aplicd lema lui Zorn. 0]

Exemple.

1) Fie L. ([0,27z]), neZ, e, :\/;_-exp(int). Atunci
m
{e,:neZ} este o baza pentru L ([0,27]).

2) Fie K", ¢, =(0,---,0,1,0,---,0), unde 1 este pe locul

k,pentru k =1,2,---,m. Atunci {e,,e,,"--,e,} bazdalui K".

Teorema 5. Daca E este o multime ortonormata a unui
spatiul Hilbert H si x € H, atunci multimea {e e E:(x,e)# O}

este cel mult numarabila.
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Demonstratie. Fie multimea E = {e eE: |(x,e)| > l/n} ,
pentru n=1,2,3,---. Din inegalitatea lui Bessel rezulta, rezulta

cd multimea E, este finita. Dar U;Eﬂ ={ecE:(x,e)#0}. O

Corolar. Daca E este o multime ortonormatd a unui
spatiul Hilbert H si x € H, atunci Ze€E|(x,e>|2 < ||x||2

Observatie. Tinand cont ca multimea termenilor diferiti
de zero ai acestei sume este cel mult numarabila, inegalitatea de
mai sus este tocmai inegalitatea lui Bessel.

Teorema 6. Fie H un spafiu Hilbert si (e,) un sir

ortonormat de elemente din H . Atunci urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

i) (e, )n este o baza ortonormata a lui H ;

ii) daca xe H si (x,e )=0 (n = 1,2,3,---), atunci x=0;

iii) Sp((en )n) =H;

iv) daca x € H, atunci x = Zil(x, eye,;

v) daca x,yeH, atunci (x,y)= Z:Zl(x,er) «»,e,)
(Egalitatea lui Parseval);

vi) daca x € H , atunci ||x||2 = Z:;
(Egalitatea lui Bessel).

2

(x,e,)

Demonstratie. (i)=(ii). Daca (ii) este falsd, atunci
multimea {e, :n=1,2,3,-} U{ x/ x| } este ortonormati, ceea ce

contrazice (7).
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(ii) < (iii). Rezulta din echivalenta Sp A= H < A" ={0}
(ii)=(iv). Avem y=>"" (x,e)e, si (x—y,e,)=0, pentru
n=1,2,3,---. Astfel, din (if) rezultaca x=y.
(iv)=(v). Fie s, = Z;(yc,ei)ei sit, = Z;(y,ei)ei . Atunci
<Sn’tn> = Z <x’ej> ' <y:ej> ' <€i,€j> = Z(X,€i> ' <yaei> .

i=1

Fol(;’;iild proprietatea de continuitate a produsului scalar,
rezulta ca (x,y) = Zzl(x,e) m
(v) = (vi) . Punem y = x 1n (v) si rezulta (vi).
(vi)=(i). Daca {e,e,,-~,e,,---} nu este baza, atunci existd un
element ze H astfel Incat |z|| =1 si (z,e,)=0 (n = 1,2,3,'--).

Atunci 0= Z::1|<Z,en>

? , contradictie cu (vi). U

. o .
Scrierea x = anl<x, e e, se numeste dezvoltarea Fourier
a elementului x in raport cu baza ortonormata (e,) , iar
9,(x)=(x,e,) (n=1,2,3,---) se numesc coeficientii Fourier ai

elementului x in raport cu baza ortonormati (e, ) .

Formad generald a teoremei de mai sus este urmatoarea:

Fie B={e},,
Hilbert H . Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) B este o baza ortonormata pentru H ;
ii) daca x L B, atunci x=0;

iii) SpB=H ;

o multime ortonormata dintr-un spatiu
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iv) daca x e H , atunci x = Z[d (x,e)e ;
(Dezvoltarea Fourier in raport cu baza B),

v) daca x,yeH, atunci (x,y)= Z[d (x,e)-{e,y),
(Egalitatea lui Parseval)

vi) daca x € H, atunci ||)c||2 = Z (x,ei)|2
(Egalitatea lui Bessel). |

iel

Teorema 7. In orice spatiu Hilbert separabil existi o bazd
ortonormata cel mult numarabila.

Demonstratie. Afirmatia este evidentd dacd dimensiunea
spatiului este finita. Fie apoi H un spatiu Hilbert de dimensiune

infinita, in care multimea A={a,a,, --,a,, -} este densd.
(Putem presupune cd a, # 0, pentru oricare n). Fie B, o baza

algebricd in Sp{a,,a,,--,a,}, constructia ficandu-se astfel incat

B cB

n+l *

Atunci U::] B, este numdrabila §i este o baza

algebrica in SpA. Cu procedeul Gram-Schmidt construim o
multime ortogonald numarabild £ . Daca x L E, atunci x L 4
sideci x=0, ceea ce aratd cd E este o baza ortogonala. 0

Teorema 8. Orice spatiu Hilbert separabil infinit-
dimensional H este izomorf cu spatiul (*.

Demonstratie. Fie A un spatiu Hilbert separabil infinit-
dimensional are o bazd ortonormatd numarabila (e, )n, conform

. . . 0
teoremei precedente. Fie x € H . Atunci x = Z}ﬁ(x, e e, ,unde

¢,(x)=(x,e,) (n=1,2,3,--) sunt coeficientii Fourier.
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Daci  notim a:{(an(x)}j:l si  observim  ci

o =3 e, (<) =

Definim h:H — (* prin h(x)=a si verificim ca h este

2 .
,atunci a e (*.

izomorfism de la H pe ¢>. Deoarece avem:
0, (x+y)=(x+y.e)=(xe)+(r.e)=0,(x)+9, (),
@, (Ax)=(Ax,e,) = Mx,e,) =g, (x),
rezultd ¢ h(x+y)=h(x)+h(y) si h(Ax)=2h(x), deci h
este liniara.
Fie a=(e,) un element oarecare din /*. Seria

o0

2 . - < = :
a,| fiind convergentd, rezultd ca seria znzlanen este

n

2
convergentd. Dacd notim x=) " a.e,, atunci a,=¢,(x),
deci a =h(x).

Fie x,ye H. Atunci ||x—y|| = Hh(x—y)” = Hh(x)—h(y)

b

deoarece Hh(x)” =||x|. Rezultd deci ca x#y = h(x)#h(y).

In concluzie, aplicatia h:H — (* este o bijectie, care
pistreazi norma, de la spatiului H pe spatiul ¢*. 0

Fie H un spatiu Hilbert, 4 o submultime a lui H si xe H .
Atunci existd un element unic x,€A4 cu proprietatea ca

d(x,x0)=d(x,A). (Reamintim ca d(x,x0)=||x—x0|| este

distanta dintre x si x,, iar d(x,4)=inf {

|x—a|| ‘ae A} este
distanta de la elementul x la multimea A4). Elementul x, este

numit element de cea mai buna aproximare in 4 pentru x.
Acest rezultat este dat de teorema urmatoare.
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Teorema 9. Daca A este o submultime convexa si inchisa
a unui spatiu Hilbert H , atunci pentru oricare x € H , exista un

element unic x,€ A astfel incdt ||x—x0|| S”x—a” oricare ar fi
aeA.

Demonstratie. Fie xe /. Fie (y,) un sir din 4 astfel

n

incat lim|x—y,|=J, unde & =dist(x,4)= inf{”x—y” (ye A} .

n—>x0

Vom arata, mai intdi, ca ( v, )n este sir Cauchy, deci
=5,

convergent la un element y, €4 cu proprietatea ||x— Yo

(Aceasta egalitate determind y, € 4 in mod unic).
Din legea paralelogramului avem:

(v, —x)+(x=»,)

(3 = %)= (x=,)

2

2y =l +2x=2 " |

>

2

>

de unde rezulta:

2
ym_yn :2

yo =+ 2=,

v -2
=2y, —x”2 + 2||x—yn ? —4”%()/,” +yn)—xH2.
Deoarece multimea A este convexd, rezultd ca
%(ym +yn):%ym +4y, €4 sideci H%(ym +yn)—xH25.
Astfel, rezulta ca:
Vo =2l <20 o+ 2y, - 407

220’

Trecand formal la limitd obtinem lim || V=Y,

adicd sirul (y,) este sir Cauchy si deci convergent.

Multimea A4 fiind inchisd, rezultd ca lim y, =y, € 4.
n—> o
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Din lim(y, —x)=y,—x, rezultd lim |y, —x|| =]y, —x

n—> 0 n—»

M

de unde rezultd ca || Vo — x|| =0.
Aratam unicitatea elementului y,€ A, cu proprietatea
|z0 —x|| =0. Din

|| Yo —x|| =0. Fie z,€eA cu proprietatea
convexitatea multimii A4, rezultd ca %( Vot ZO) € A.Avem:
o=zl =2l =l + 2w =z (v +2) -2
=267 +28 ~ 4|4 (v, +2,) -
<467 -46%=0.
Deci y, =z,. g

Corolar. Daca A este o submultime convexa si inchisa a
unui spatiu Hilbert H , atunci exista un element unic x, € A de

normd minima (adicad, x0|| < ||a|| pentru oricare a € A).
Teorema 10. Daca X este un subspatiu liniar inchis al
unui spatiu Hilbert H , atunci H =X ® X",

Demonstratie. Fie xeH. Vom ardta cd existd o
descompunere unicd x=x"+x",cu xX’e X si x" e X".

Intrucat X este multime convexi si inchisa, existd, prin
teorema precedentd, un element x'e X  astfel 1incat

||x—x'|| < ||x—a ,oricarear fi ae X .

Definim x"=x-x".
Va fi suficient sd aratim ca x" L X . Dat a € X, oarecare,
sa aratam cd (x",a)=0. Presupunem, fard a micsora

generalitatea, ca ||a|| =1. Pentru oricare scalar A, avem:
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¥~ 2al = (x"\x") —(x", Aa) — (Aa,x") +(Aa, Aa)
=¥~ 24" @) = A", @) + A2
= [T @) (@) +(x" @) (x" ) -
—AUX"ay — AUX",a) + A4
=¥ =kx ) +[" @)= 2] [ ) = 2]
=W~ @] +fx"ay = A

x"— /1a||2 = ||x"||2 - |<x",a>|2 + |<x",a) - /1|2 i

Deci,

g (x",a>|2. Din

x "

2
Daca A, =(x",a), avem Hx”—/IOaH =
xX"=Aa=(x—x")=Aa= x—(x'+/10a) si X'+ A,a€ X, rezulta

< Hx - (x + ﬂoa)H . Astfel,

"

ca ||x—x'||£”x—(x+/10a) X

, adica

avem:

2 "

X

"

2
X ’

2_ 2 " 2 "
< x—(x+/10a) = —|<x,a>| <|lx

de unde rezulta ca (x",a)=0.
Unicitatea descompunerii rezulta in felul urmator.
Fie x=x"+x" §i x=x,+x,, cu x,x,e X, x",.x e X",

atunci x'—x, =x"—-x, e XN X" ={0}. O

Definitie. Fie X un subspatiu liniar inchis al unui spatiu
Hilbert H .

Subspatiul liniar inchis X~ se numeste complementul
ortogonal al lui X .

Fie x € H si descompunerea sa ortogonala x=x"+x", cu

xXeX si xX"eX'. Elementul x'e X se numeste proiectia
ortogonald a lui x pe X ; elementul x"e X' se numeste
proiectia ortogonald a lui x pe X™.
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Aplicatia P: H — X, definita prin P(x) =x", se numeste
proiector pe subspatiul X .
Aplicatia Q:H — X", definitdi prin Q(x)=x", se

numeste proiector pe subspatiul X" .

Propozitie. Proiectorii P:H —>X si Q:H—>X"
definiti mai sus au urmatoarele proprietati:

D (P(x),0)=(x,P(y)) (x,yeH);

2) P(/lx+y):P(/1x)+P(y) (/IGK, x,yeH);

3) P(P(x))=P(x) (xeH);

B [Pl (x<);

5) InP={P(x):xeH}=X;

6) KerP={xe H:P(x)=0}=X";

7) P(x)+Q(x)=x (er);

) P(0()=0(P(x))=0 (ve ).

Demonstratie. Verificim proprietatea 4); celelalte se
verificd usor. Fie xe H,x=x"+x", cu xXeX si x"eX" .

2 2 +||)c"||2 >|lx| = HP(x)H2 O

!

. 2
Atunci ||x|| :||x'+x" =|x x'

6.3. Reprezentarea functionalelor liniare si continue

Observatie. Fie H este un spatiu Hilbert si x, € H un
element fixat. Fie o functionala f:H — K definita prin
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f(x)=(x,x0) (er). Atunci aplicatia f este o functionala

liniara gi marginita, cu ||f|| :||x0||.

Justificare. Liniaritatea lui f rezultd din proprietatea de
liniaritate a produsului scalar. Din inegalitatea Cauchy-Schwarz

rezulta ca |f(x)|=[(x,x)| <|x]-|x]. pentru oricare xeH,

adicd f este marginitd, deci continud. Urmatoarele relatii

”f”:S“p‘f(x)‘S”xo” i ||f||'||xo||2\f(xo)\=|<xo’xo>| :”xo 2

[t

implica ||f|| = ||x0|| . U

2

Urmatoarea teorema, cunoscutd ca teorema Iui Riesz-
Fréchet de reprezentare a functionalelor liniare si continue pe
spatii Hilbert, este reciproca observatiei de mai sus.

Teorema 11 (Teorema Riesz-Fréchet). Daca f:H —> K
este o functionala liniara si continud, atunci exista un element
unic x, € H astfel incat f(x) =(x,x,) (x € H).

Demonstratie. Fie Ker f = {x eH: f(x)= 0} . Atunci
Ker f este un subspatiu liniar inchis al lui H. Daca
Ker f=H ,atunci f=0 siludm x,=0.

Daca f#0, atunci Ker f#H, cu complementul

ortogonal  (Ker f )L;t{O}. Astfel existi un element

voe(Ker f)", v, #0 si deci astfel incat f(y,)#0.

Fie x € H oarecare. Atunci x — f(x) -y, eKer f.

f ()
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Avem:

f(x)
/()

0=(x- f(X) Vo Vo) =X, ¥9) — (YosYo) »

f(J/o)

de unde rezulta ca:
f(x)

f (y 0)
(Yos Vo)

Unicitatea se demonstreaza in felul urmator. Daca exista
XX, € H astfel incat f(x)=(x,x,) si f(x)=(x,x;) pentru

() ey =, /()

) (Vo> Vo) <y0ay0>'y0>.

Cu x, = -y, avem formula f (x)=(x,x,) (xeH).

oricare x € H, atunci 0=(x,x,)—(x,x,) =(x,x,—x,), de unde
rezultd ca x, = x,.

Conform observatiei precedente avem si || f || = ||x0|| . 0

O consecintd importantd a teoremei de reprezentare a
functionalelor liniare §i continue este teorema urmatoare.

Teorema 12. Fie H este un spatiu Hilbert. Atunci H este
izomorf ca spatiu normat cu dualul siu H" .

Demonstratie. Conform teoremei lui Riesz-Fréchet,
fiecarei functionale liniare si continue f : H — K 1i corespunde

un element unic y, € H astfel incat f(x)=(x,y,) (xeH).

Reciproc, fiecarui element yeH 1i corespunde
functionala liniara si continud f: H — K, definita de produsul

scalar f(x)=(x,y) (xeH). Astfel, aplicatia y > f este o
bijectie intre spatiul Hilbert H si dualul sdu H .
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, aceastd bijectie este si

Deoarece avem

izometrie, deci este homeomorfism. Se scrie H = H . O

Propozitie. Un operator liniar T:H — H este continuu
daca si numai daca exista M >0 astfel incadt:

<Ml (x.yem).

In plus,
IT| = sup{

sup {

=sup
{ IIXIIIIyII

T (] <1y <1 (x,y )
T ()] =1, )}

‘ } (x,yeH)

([ Ml (. € 1))

Demonstratie. Dacda 7T  este continuu, atunci
T Il Gy e ).

Reciproc, daca exista M >0 astfel  1ncat
y)>‘SM||x||||y|| (x,yeH), atunci, luand x=T(y),

rezulta ci [T ()| =T (»). TN <M|T V)|V (veH).
Deci HT(y)HSM”y” (yeH). g

()] [T (), ] =T (%)
rezultd ca T este continuu daca si numai daca exista M >0
astfel incat ‘(T(x),y)‘ <M|x||y| (x.yeH).

Observatie. Intrucat



Spatii Hilbert 165

Teorema 13 (Teorema Hellinger-Toeplitz). Daca
T:-H—>H este un operator liniar cu proprietatea

(T(x),y) = (x,T(y)) (x,y € H) , atunci T este continuu.

Demonstratie. Fie (x,) = un sir de elemente din H,

n1

astfel incat lim x, =x si lim 7'(x,)=y.

n—> 0

Pentru z e H , avem:
(z,y) =(z,lim T(xn )) = lim (z,T(xn )) ,
— 1im(T(z).x,) = (T(2), lim x,)
= {T(z),x} = (z,T(x)).
Deci y=T(x). Operatorul T este inchis, iar din teorema

graficului inchis rezulta ca T este continuu. O

6.4. Adjunctul unui operator liniar si continuu

O consecintd importantd a teoremei lui Riesz-Fréchet de
reprezentare a functionalelor liniare §i continue este existenta
adjunctului unui operator liniar §i continuu pe un spatiu Hilbert.

Teorema 14. Daca H este un spatiu Hilbert, iar
U:H — H este un operator liniar si continuu, atunci exista un

operator liniar §i continuu, unic U : H — H cu proprietatea:
U(x),»=xU (y) (x,yeH).
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Demonstratie. 1. Fie y, € H, fixat. Definim f:H — K
prin f(x) = (U(x),y0> (x € H). Atunci f este o functionala

liniara §i continua, cu propritatea ||f|| < ||U||||y0||

Aplicatia f este liniara. Fie x,ye H si 1 €K.
f(lx+y) = (U(lx+y),x0>
= (lU(x)+U(y),yo>
= (lU(x),xO) +(U(y),y0)
= /I(U(x),x()) +<U(y),y0>
:/If(x)+f(y).
Aplicatia f este marginita:

||f|| = sup‘f(x)‘ = sup‘(U(x),yO)‘

=1 b=t

<sup|U ()] sup U]

=t =t
oyl
Deci 7] <[l

2. Existd un element unic y €H, astfel incat

S (x)=CU(x),50y =60 (xe H) si |1 =]y

Deoarece functionala f este liniara si continud, conform
teoremei lui Riesz-Fréchet, rezultd ca existd un element unic
y" € H , astfel incat:

S(0)=W)o) =y (et si =[]
3. Aplicatia U™ : H — H , definita prin U*(yo)zy* (y0 eH)

este un operator liniar §i continuu.
Aplicatia U~ este bine definiti si are proprietatea

(U(x),y) =(x,U*(y)> (x,yeH).
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Fie x,y,y, e H si AeK.
Aplicatia U” este liniara:
(x,U*(ﬂy] +y2)> = (U(x),ﬂ,yl +,)
= (U(x),ﬂy& +<U(x),y2>
:E<U(x),yl) +(U(x),y2>
=z<x,U*(y1)>+(x,U*(y2))
=(x, AU (y, ) +x,U (3,

z(x,iU*(y1)+U*(y2)>.
Aplicatia U este marginita:

o= suplo” Gl = =11 < il < o1,
adica |7 <||u].

4. Operatorul liniar si continuu U :H — H, cu proprietatea
(U(x),y) =(x,U" (y)> (x,y € H) este unic.
Fie V:H — H un operator liniar §i continuu, astfel incat
(U(x),y) = (x,V(y)) (x,y € H) . Atunci:
(LU () =V () (vyeH),
adica V =U". O

Definitie. Operatorul liniar si continuu, unic 7" : H — H
cu proprietatea (T(x),y} =(x,T" (y)) (x,y € H) se numeste

adjunctul operatorului liniar si continuu 7: H - H .
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Exemple.
1). Fie H un spatiu Hilbert separabil de dimensiune infinita

si (e,) o bazi ortonormati pentru H.

Atunci, pentru fiecare x € H , existd o reprezentate unica
. o 2

x=)" ke, cu =(xe), (n=1,23,)si D, |4,
Fie ( y7s )n un sir marginit de numere complexe si

M =sup{|u,|,n=1,2,3,-.

<Y

operatorul T Z e, TH— H. Se verifica imediat

<00,

? , putem defini

n

Intrucit Zw

liniaritatea lui 7. Din , rezulta ca T este

r(of <oy
continuu si ||T || <M . De asemenea, avem:
T ek):z Aue, —Zn M, (e,,e e, = e,
deci T'(e, ) = te, , k=1,2,3,-
Intrucat |e|=1, avem ||T]> HT(en )H =

lun en :lun’

pentru n=1,2,3,---.
> M . Astfel, am demonstrat ca ||T || =

Prin urmare,
Adjunctul T7° al operatorului 7 se defineste prin
=anzlﬂn/7n-en.Atunci T(ek)=;k~ek, n=1273,--. O
2). Fie U:0’—>0, U(x)=(x,x5x, ), unde

x=(x1,x2,---,x ,) Atunci U” =(0,x1,x2,---,x ,) O

n n

Propozitie. Fie H un spatiu Hilbert. Fie S:H — H i
T :H — H operatori liniari §i continui. Atunci:

i) (S+T)* =85 +T";
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ii) (AT) =2T" (AeK);

i) (T°) =T,

iv) (ST) =T'S";

9 |1l

o [rri=pT

vii) (T*)i1 = (T’l)* , dacd exista T ;
viii) KerT" =(T(H))'

ix) TT=0 < T=0.

Demonstratie. Proprietitile (i) si (i) se verificd usor.

(iii): Notaim T~ = (T *) Atunci, pentru oricare x,y € H , avem:
T () = (T7) () =T (%),

=3, T (x)) =(T (), x)
=(x,T(y),

adicd 7" =T.
(iv): Pentru oricare x,y € H , avem urmatoarele egalitati:

(ST (v)) =((ST)(x) ) =(S(T (%)),
=(T(x),8" () == T (S"(»))
=(x(T°S") ()

adica (ST) =T'S".
o avem |r|=|r|=[(r)] <[], adiea Jri<|r] s

HTH <||]. deci HTH =||7].-
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2

Wi T () =T (x).T(x)) =TT (x).0) < |77«
oricare x € H . De aici si din (v), rezulta:
71 <[z < irl =)

, pentru

2
s

deci |77 =] .
(vii): Avem urmatoarele implicatii:
T =T'T=1o (IT") =(T"T) =I' &
s (r)r=r(r) =1 = (1) =(1").
(viii): Din (T(x),y) =(x,T" (y)) (x,y € H) rezultd imediat ca:
veKerT" = yeT(H) siyLlT(H) = T'(y)LH,
adica 7"(y)=0. Deci KerT = (T(H))L.
(ix): Rezulta din (vi). O

Observatie. O formulare echivalentd a egalitatii
KerT' =(T(H)) este H=KerT ®T(H).

Operatori autoadjuncti

Definitie. Un operator liniar si continuu 7:H — H se
numeste operator autoadjunct sau hermitian daca si numai daca

(T(x),»)=(xT(y)) (x,yeH),adica T =T.

Exemplu. Un proiector este un operator autoadjunct.

Teorema 15. Fie H un spatiu Hilbert si T:H — H un
operator liniar si continuu. Atunci urmatoarele conditii sunt
echivalente:
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)T =T,
ii) (T(x),y>=(x,T(y ) (x,yeH);
iii) (T(x),x) =(x,T(x)> (er);
iv) (T(x),x)eR (er).

Demonstratie. Demonstram:
(1) = (i) = (iii) = (iv) = (i) .

(i) = (ii): Pentru fiecare x,yeH avem egalitatile:
(T(x),yy=(x,T (y)=(xT(y) -
(if) = (@ii): Evident, pentruy = x .
(iii) = (v): (Tx,(x)) =(x,T(x)) =(T(x),xyeR, (xe H).
(iv) = (i): Presupunem cd (T'(x),x)eR (xe H).

Daca a €K si x,y e H, atunci:

(T(x+ay),x+ay) =(T(x),x)+a(T(x),y)+
+a(T(y),x) +|05|2 (T(y),»).

Astfel, membrul drept al egalititii fiind un numar real,
rezulta ca:

&(T(x),y>+a<T(y),x> = &(T(x),y) +a<T(y),x>
=a(y,T(x))+alx,T(y))
= a(T*(y),x> +§(T*(x),y>.
Pentru o =1 si a =i, avem urmatoarele egalitati:
(T(x), ) +(T(p),x) =T (), x)+{T"(x), 1),
—i(T(x),y} +i(T(y),x> = i(T*(y),x>—i<T*(x),y).
Inmultim a doua egalitate cu i si obtinem:
(T(x), ) =(T(y),xy=—T" (y),x)+(T" (x),»),

pe care o adunam cu prima egalitate si avem:
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(T(x),yy=AT"(x),»),

adicid T =T", care este conditia (i). O

Din proprietdtile operatorilor adjuncti, rezultd urmatoarele
proprietdti ale operatorilor autoadjuncti:

1) Daca S §i T sunt autoadjuncti si ¢ € R, atunci aS+T
este autoadjunct;

2) Daca T este un operator liniar §i continuu, atunci
T+T" si T'T sunt autoadjuncti;

3) Daca S si T sunt autoadjuncti, atunci ST este
autoadjunct daca si numai daca ST =TS .

Teorema 16. Daca T este un operator autoadjunct, atunci

7= sup T (<), 9]: | =1}

Demonstratie. Fie 7 un operator autoadjunct. Notdm
M :sup{kT(x),x)‘:”x” :1}. Observdm cd dacd |x| =1, atunci
‘(T(x),x}‘ S”T
Pe de alta parte, daca ||x|| = ||y|| =1, atunci:
(T(x+y),x+yy=(T(x),x)+2Re(T(x), ) +(T(y),
(T(x=y),x=y)=(T(x),x)=2Re(T (x), 1) +(T(»), ) -
Prin scaderea celor doud egalitati, obtinem:
AR(T (x), ) =(T(x+y),x+y)—(T(x=y),x=y).
(T(z),z)‘ SM|

legea paralelogramului, rezulta ca:

,deci M < ||T||

2 . .
Deoarece z||", pentru oricare z, folosind
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4Re(T(x),y) < M(||x+ o +]x- y||2)

=2 (| + [
=4M.
Deci, Re(T(x),y) <M.
(T (x).0)| =e™(T(x).y)=(T(e"x).y)
= Re(T(e”%c),y) <M.
(T(x),y)‘ <M.

Luand supremum dupd y, pentru x fixat, avem
|7 (x)]|< M . Astfel |T| <M .

Deci,

In concluzie, avem ||T || =M . [l

Observatie. Daca T:H — H este autoadjunct si daca
m = inf {‘(T(x),x}‘ ||x|| = 1} si M= sup{‘(T(x),x)‘ : ||x|| = 1},
atunci m”x”2 < (T(x),x) < M”x”2 (x € H).

Astfel, M|)

T|| = max(|m

3

Forma algebrica a unui numar complex 1 =a+if, unde
o si [ sunt numere reale, are o generalizare pentru operatori.

Teorema 17 (Forma carteziana a unui operator). Daca
T este un operator liniar si continuu pe un spatiu Hilbert
complex H, atunci exista A si B operatori autoadjuncti, unici
astfel incat T = A+iB.
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Demonstratie. Definim operatorii 4 $i B prin formulele:
A=4(T+1T") si B=4(T-T").

Se verificd imediat cd A4 si B sunt autoadjuncti si ca
T=A+iB. Daci T=C+iD, cu C=C" si D=D", atunci
avem T =C -iD'=C-iD si deci %(T+T*)=C,
%(T—T*)=D.Prinurmare,C=AsiD:B. O

Operatori normali

Definitie. Un operator liniar si continuu 7': H — H se
numeste normal daca T'T =TT" .

Observatii.
1) Fiecare operator autoadjunct este normal.
2) Un operator 7T este normal daca si numai daca adjunctul

- *
sau T este normal.

Propozitie. Un operator liniar si continuu T:H — H
este normal dacd si numai dacad HT (x)” = HT H xeH).

Demostratie. Daca 7' este normal, atunci, pentru fiecare
xe H ,avem:

T'(x) = ()7 (x))
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de unde rezulti ci HT *(x)” = HT H xeH).
Reciproc, daca HT *(x)” = HT

atunci avem:

b

deunderezulticia T'T=TT". O

Teorema 18. Fie T un operator liniar §i continuu pe un
spatiu Hilbert complex H si fie T = A+iB forma sa carteziand.
Atunci, T este normal daca si numai daca AB = BA.

Demonstratie. Dacd 4B = BA, atunci:
T'T =(A4-iB)(A+iB)
=A+B
=(A4+iB)(A—-iB)=TT",
deci T este normal.
Reciproc, daca T este normal, atunci:

AB =4(T+T")L(T-T")

=L(T-T")4(T+T")= B4,
deci AB=BA. 4
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6.5. Spectrul unui operator autoadjunct
Fie H un spatiu Hilbert.

Teorema 19. Spectrul unui operator autoadjunct este
inclusin R.

Demonstratie. Fie deci H un spatiu Hilbert complex si U
un operator autoadjunct. Vom ardta ca daca A¢R, atunci A
este un numar regulat pentru U. Daca A ¢ R, atunci U — Al este
injectiv, caci daca ar exista xeH, x=#0, astfel incat

(U—-AI)(x)=0, atunci U(x)=Ax, de unde (U(x),x) = /1||x||2 .
Arrezultaca 4 €R, ceea ce contrazice ipoteza.
Intr-o a doua etapi, vom arita ci daci U—AI este
injectiv, atunci:
(U-Al)(H)=H (6.5.1)
Intr-adevdr, si presupunem ci (U-AI)(H) este un

subspatiu strict inclus in H. Conform teoremei proiectiei pe un
subspatiu inchis, existd ye H, y# 0, un element ortogonal pe

(U-AI)(H) si deci (y,(U-AI)(x)y=0, VxeH. Atunci
(U-21)(y).x)=0, VxeH sideci (U-1I)(y)=0.
Camaisus rezultici 4 e R, adici A=/1.
Atunci (U—AI)(y)=0, ceea ce contrazice ipoteza.

Are loc deci egalitatea (6.5.1).
Fie apoi A=a+ib, a,beR, b#0.
Scriem:

| -20)(x) =|(U-ar)(x)-ibx
= =ar)(x)[ +[p[ [}x

2
s
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de unde rezulta:
H(U—/H)(x)u > |b|||x , VxeH. (6.5.2)
Vom ardta ca din (6.5.1) si (6.5.2) rezultd ca
(U-AI)(H)=H . Fie pentru aceasta ze H si, conform cu

(6.5.1), fie (x,) , unsirin H astfel incat lim (U -A1)(x,)=z.

n—>®0

>1

Din (6.5.2) rezulta

(U-AI)(x,—x, )H > |b|

xn - 'xm
Sirul (xn )n>1 este atunci fundamental, deci convergent si

fie x = lim x, . Atunci (U—-Al)(x)=z.
n—>x0
In concluzie, daca A ¢ R, atunci U — Al este o bijectie, iar
inversul este continuu conform teoremei aplicatiei deschise.
Deci A este un numar regulat.

Réamane ca spectrul este inclus in R . 0

Teorema 20. Numarul A este regulat pentru operatorul
autoadjunct U daca §i numai daca exista M >0 astfel incat:

U-Al)(x)|>M|x|,VxeH. (6.5.3)
(U =an)()]=m|

Demonstratie. Intr-adevir, dacd A este un numir regulat
pentru U, atunci inegalitatea (6.5.3) descrie continuitatea
operatorului (U — A1 )_1 :

Reciproc, daca are loc (6.5.3) atunci U — Al este injectiv
si ca In teorema precedenta rezulta ca este si surjectiv. 0

Corolar. Daca U este un operator autoadjunct, atunci
numarul A apartine spectrului lui U daca si numai daca exista

un §ir (xn)nzl, =1, Vn2>1 si lim(U(xn)—/lxn)zo.

x}’l
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Demonstratie. Conform teoremei precedente, numarul A
apartine spectrului lui U dacd si numai dacd existd z,,

[(v-21)z,)

Reciproc, dacd |x,[=1 si lim (U(x,)-4x,)=0, atunci

z,|- Atunci z, # 0 si ludm x, =z, /

1
<

Zn

nu poate avea loc (6.5.3) si deci A apartine spectrului lui U. [

Fie U un operator autoadjunct pe spatiul Hilbert H si fie:
my, = inf{‘(U(x),x)‘ : ||x|| = 1} )
M, = sup{‘(U(x),x)‘ : ||x|| = 1} .
Atunci conform teoremei 16 avem:
|U| = max (jm,|.|M], ).

2

Teorema 21. Daca U este un operator autoadjunct pe
spatiul Hilbert H, aunci numerele m,, M, apartin spectrului

si S(U)<[my,M,].

Demonstratie. Dacd AeS8(U), atunci existd un sir

(x,).. |x]=1. ¥a=1 si lim(U(x,)-4x,)=0. Atunci
lim(U(x,),x,) =2 sideci Ae[m,,M,].

n—> 0

x}'l

Pentru a arata cd M, €S(U), sa presupunem, pentru

inceput, ca ||U ||=MU. Daca, prin absurd, M, este numadr

regulat pentru U, atunci exista r>0 astfel incat
H(U(x) —MUx)H > r||x

(U(x)-Myx,U(x)-M,x)>r ||x

, pentru orice xeH. Atunci

? iar pentru ||x|| =1 rezulta:
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(U(x),U(x)y=2M (U (x),x)+ M} >r?,
de unde |U[+M2 2 r* +2M,||U]. Deci <0, ceea ce este o
contradictie.
Ramane cd M, € S(U).
Pentru cazul general, consideram operatorul 7,
T(x)=U(x)—myx. Se verificd direct c& M,=M,—m,,

m, =0 si deci ne situdm In etapa precedenta.

Rezultd cd existd un sir (x,) astfel incat ||xn||:1,

n=1"’

Vnz1 si lim(T(x,)-M,x,)=0, ceea ce este echivalent cu

n—> o0

lim (U (x,)-M,x,)=0.Deci M, e S(U).

n— o

Inlocuind U cu ~U, se aratd cd m, € S(U). O

Observatie. In particular, teorema precedenti asigurd ci
spectrul unui operator autoadjunct este nevid.

Fie H un spatiu Hilbert si U un operator liniar continuu
autoadjunct. Fie Y < H un subspatiu liniar.
Atunci:

U(Y)cYy = U(Y")cr. (6.5.4)

Teorema 22 (Hilbert-Schmidt). Daca U este un operator
liniar continuu, autoadjunct si compact pe un spatiu Hilbert H,
atunci exista in H o baza ortonormata formata din vectori
proprii pentru U.

Demonstratie. Fie 4 multimea numerelor proprii ale lui U
si A€ 4. Fie E, subspatiul propriu corespunzator si B, o baza

ortonormatd in £, .
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Fie E=J _ B, si Y =Sp(E).
Folosind continuitatea lui U si (6.5.4) avem:
U(E,)cE, = U(E)C Sp(E)
=U(Sp(E)) = Sp(E)
=>U(Y)cY
= U(r) eyt
Dacd Y'#{0}, atunci restrictia U, a lui U la Y,
U,:Y" - Y" este operator autoadjunct, compact, injectiv (daca
z#0, zeY" si U(z)=0, atunci zeY, deci z=0, ceea ce
este o contradictie). Operatorul U, este atunci nenul si ar exista
a#0 si aeY", a#0, Uj(a)=aa. Atunci a€Y si deci

a =0, ceea ce este o contradictie.
Ramane c¢i Y* ={0}, de unde E*={0} si deci E este

baza ortonormata. O

6.6. Spectrul adjunctului

Legatura dintre spectrul unui operator si spectrul
adjunctului sau este data de propozitia urmatoare.

Propozitia. Daca H este un spatiu Hilbert complex i
U : H — H este un operator liniar i continuu, atunci

S(U")={1:1e8(U)}.
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Demonstratie. Afirmatia rezultd imediat stiind ca daca V'

este inversabil, atunci V" este inversabil si (V* )_l :(V‘l ) O

Fie U un operator liniar, continuu §i compact pe H. Se stie
ci U’ este, de asemenea, operator compact. Daci AeC si
A #0, din teorema Riesz-Schauder rezultd cd (U —A1)(H) este

un subspatiu inchis. Atunci:
(U-AL)(H) " =(U-AI)(H). (6.6.1)

Teorema 23. Fie H un spatiu Hilbert complex si
U:H — H un operator compact si A #0. Atunci:

(U~ A1)(H)=(ker(U" - 21)) . (6.6.2)

Demonstratie. Conform cu (6.6.1) relatia (6.6.2) este
echivalenta cu:

(U-AD)(H)" = (ker(U" - ZT)). (6.6.3)
Fie xeH. Daci ye(U—/II)(H)L, atunci
W (U-AI)(x))=0, deci ((U* —ZI)(y),x) =0. Prin urmare,
avem (U* —/TI)(y) =0 siastfel, ye (ker(U* —/TI)) .
Pentru cealaltd incluziune, daca ye (ker(U Al )),

atunci avem:
(7,(U=AI)(x))=(0,x)=0, adica y e (U—AI)(H) . O

Observatie. Relatia (U —M)(H)L = (ker(U* - /TI)) este
echivalenti cu (U* —ZI)(H)l =ker(U —-A1).
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Observatie. In ipotezele din teorema precedenta
consideram ecuatiile:

(U—/U)(x) =y (6.6.4)
(U-AI)(x)=0 (6.6.5)
Ecuatia omogena (6.6.5) are numai solutia nuld daca si

numai daca ecuatia neomogend (6.6.4) are solutie pentru orice
y e H (vezi teorema Riesz- Schauder). Daca ecuatia omogena

(6.6.5) are si solutii nenule, atunci ecuatia neomogena (6.6.4) are

— 1
solutie daca si numai daca y € (ker(U* - AI)) . U

6.7. Exemple si exercitii

1) Fie p>1 si e €l”, e

n

=(0,---,0,1,0,---), unde 1 se

afla pe locul n.

a) Sa se calculeze ||e1 +e2||i +||e1 —ez||i s ||el||i —|-||e2 i;

b) Sa se arate cd 1n spatiul ¢ are loc legea
paralelogramului dacd $i numai dacd p=2.

2) Fie p>1 si el,ezeL"([O,l]), unde e s1 e, sunt
functiiile caracteristice ale intervalului [O,%] , respectiv [%,0].

Sa se arate ca daca |, + e[, +[e,— e[ =2(Ja]] +[e.l).

atunci p=2.
3) Fie X un spatiu normat prehibertian avand proprietatea:
pentru fiecare f e X', existd ye X astfel incat f(x)=(x,y),

oricare ar fi xe X .
Sa se arate ca X este spatiu Hilbert.
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4) Fie K:{xeﬁ:ijln‘2-|n-xn—1|£1,x=(xn)n21} 0

multime din spatiul /*.

Sa se arate cd in multimea K exista si este unic un element
de cea mai mica norma.

Solutie. Este suficient sa ardtdm cd multimea K este

convexi si inchisi. Si considerim pentru aceasta p:/> >R,
© -1
p (x) - Zn:l n

K :{x:p(x—xo)sl}. Se aratd usor ci p este o normi pe /°,

X

n

. ox=(x,)  si x0=(n‘l)nZl. Atunci

iar din egalitatea de mai sus rezultd cd multimea K este convexa.

(),

K ={x: p(x—x,)<1} deducem ci multimea K este inchisa.

Avem apoi P(X)S”x”z

si deci p este continud. Din
2

Multimea K fiind convexa si inchisa are atunci un element de
cea mai mica norma (unic). U

5)Fie X= {x =(x,) :x, € R,Zjﬂn*l X0 < oo} si

1/2

© ] 2 /

x| = S
n=1 n

Sa se arate ca:

a) || || este 0 norma pe X;
b) X inzestrat cu norma precedenta devine spatiu Hilbert;
¢) Spatiile X si ¢* sunt izomorfe ca spatii normate.
Solutie. Fie T:X —¢* aplicatia T(x)= (n"l/2 -xn)

nZl.
, :||x ,deci T

este izometricda, de unde rezultd ca este injectiva. Operatorul 7

Evident T este o aplicatie liniard. Avem HT (x)

este surjectiv, cici dacd ye(?, y=(y,) ,iar x= (nl/z oy, )m ,

atunci xe X si T(x)=y. Spatiul X fiind atunci izomorf cu ¢*
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este spatiu Banach. Norma considerata pe X este generatd de
1 ||) este

produsul scalar (x, y>=2::1n_ -x,y, sl deci (X ,

spatiu Hilbert. O
6) Fie I<p<2sil/p+1/qg=1.
a) Sdsearate ci (” (!, (? < (7,
b) Fie ¢:/"x(” >R, (o(x,y):Z;xnyn , x=(xn)n21,

Y= (yn )nZl :
Sa se arate cd ¢ este un produs scalar, deci (62,

|| 2) este

spatiu prehilbertian;
¢) Sa se arate ca (6”,

||2) nu este spatiu Hilbert.
7) Pe spatiul Hilbert complex (. fie operatorul

U(x)=(a,x,) , unde x=(x,) , iar (a,)  este un sir
marginit de numere reale. Operatorul U este atunci autoadjunct,
spectrul sau fiind Inchiderea multimii {an nz 1} . Spre exemplu,
dacd a, =1/n, n>1, atunci spectrul operatorului corespunzitor

este multimea {0,1,1/2,---,1/n,---}. O
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ALGEBRE BANACH

Teoria algebrelor Banach este una dintre ramurile moderne
ale Analizei functionale, care are numeroase aplicatii in analiza
armonica, teoria operatorilor liniari etc.

In acest capitol prezentim cateva concepte de bazi din
teoria algebrelor Banach.

Consideram algebre complexe, cu unitate.

7.1. Notiunea de algebra Banach

Definitie. Un spatiu liniar 4 se numeste algebra
(asociativa) dacd si numai dacd este definitd o operatie

(x,y) —xy, AxA—> A, numitd inmultirea elementelor din A,
astfel incat satisface urmatoarele axiome:

1) (xy)z =x(yz) , Vx,y,z€ 4;

2) x(y+z):xy+xz, Vx,y,zeA;

(y+z)x=yx+zx, Vx,y,ze A4,

3) a(xy)=(ax)y=x(ay), Vx,yed, VaeC.

Daca existd un element e in 4 astfel Incat xe=ex=x,
pentru oricare x din 4, atunci algebra 4 se numeste algebra cu
unitate.

Elementul e se numeste unitatea algebrei A.
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Daca inmultirea este comutativa, adicd xy = yx, pentru

oricare x s y din A, atunci algebra A4 se numeste algebra
comutativa.

Observatie. Unitatea unei algebre, daca exista, este unica.

Justificare. Daca existd un alt element e’ astfel incat
xe'=e'x=x, pentru oricare x din A4, atunci e’ =e'e=e si
ee=ec =¢,deci e=¢". O

Definitie. Un spatiu liniar normat 4 se numeste algebra
normata, daca este algebra si daca verifica urmatoarea axioma:

o< <l
Dacd o algebra normatd 4 este completa ca spatiu liniar

normat (adica este spatiu Banach), atunci algebra 4 se numeste
algebra Banach.

, Vx,yeA.

Observatii.
1) Daca o algebra normata A are unitate e, atunci exista o

norma echivalentd cu norma data astfel incat ||e|| =1.

2) Din [ < SV

, rezulta Hx” H < ||x

Propozitie. /ntr-o algebra normatd, operatia de inmultire
este continud.

Demonstratie. Fie (x,) si (,) doua siruri de elemente

dintr-o algebra normatd 4, astfel incat limx, =x si limy, =y.
n— o

n—®0

Atunci:
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xy,—x| =|(x,=x)(y,—y)+x(y,—y)+(x,—x)y|
<, = x|y, =yl + x|, = 20+ [, = 2l ]
Deci, lim ||xnyn—xy||=0. g

Exemple de algebre Banach.
1) Corpul numerelor complexe C este cel mai simplu
exemplu de algebra Banach, in care norma este definitd de

modul ||z|| = |z| = x> +y*, pentru fiecare z=x+iyeC.
C este algebra Banach comutativa, cu unitate.

2) Fie spatiul Banach C([0,1]) al functiilor complexe

continue f:[0,1]>C, cu norma ||f||:rt£%(e)1ﬁ‘f(t)‘ Atunci

C([O,l]), cu produsul obisnuit de functii, este algebrd

cumutativa, cu unitate e(t) =1, V¢t G[O,l]. Observam ca daca

f-gC([0.1]), atunci | £ g] = max|£ () g (e) <[ /]Il -

te[O,l]
Deci C ([0,1]) este algebrd Banach comutativi, cu unitate.
3) Algebra functiilor analitice pe discul {z e C:|z||<1} si
continue pe |Z| =1 este algebrd Banach, numita algebra disc.

4) Fie B(X ) algebra Banach a operatorilor liniari si

continui pe un spatiu Banach X. Definim Inmultirea a doi
operatori liniare 7,§:X — X prin operatia de compunere a

operatorilor: (T S )(x) =T (S (x)) , pentru oricare x din X.
Dacd T,S € B(.X), atunci:

[@s)) < Irlls (=< rls

,VxelX.
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Astfel, rezultd ca TS| <||T|||S| si B(X) este algebrd

normatd cu unitate / , unde /(x)=x, Vxe X .

Deoarece B(X) este spatiu Banach, rezultd cd B(.X)

este algebra Banach necomutativd, cu unitate. B(X) este

numita algebra operator.

7.2. Elemente inversabile. Spectrul
Fie 4 o algebrd Banach complexa, cu unitate e.

Definitie. Un element x al unei algebre 4 cu unitate e se
numeste inversabil daca existd un element y in 4 astfel incat
xy=yx=e.

Inversul y al unui element x se noteaza x ' .

Multimea elementelor inversabile ale lui A se noteaza

Inv(4).
Observatie. Inversul unui element este unic.

Justificare. Presupunem ca x este un element inversabil
din A, adici existi x' cu proprietatea xx ' =x"'x=e.
Presupunem ca mai existd un element z in 4 cu proprietatea
xz=zx=e. Atunci (x’1 — z)x =0= x(x’1 — z) , dar elementul

0#esi, deci, x' =z. d

Definitie. O algebrd cu unitate se numeste corp, daca
fiecare element nenul al ei1 este inversabil.
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Propozitie. Daca x este un element din A, cu ||x||<1,
atunci elementul e—x este inversabil in A si

o0 o0
-1
(e—x) :e+2x” =Zx” cunde x"=e.
n=l

n=0

Demonstratie. Notdm s, =e+x+ x>+ x> +-+-+x".
Atunci:

n+p n+k _

=Hx"+l+x"+2+---+x

n~ Pntp

P
<2 |
k=1

p
v 1=
. >0.

=l "

Deci (s,) este sir Cauchy si, 4 fiind algebrd Banach,

=[»

existd un element s € 4 astfel incat lims, =s. Avem:

n—> o0

s(e—x) :(lim sn)(e—x): lim (s,e—s,x),

n— o n—> 0
= lim (e—x"+1 ) =e,
n—> 0
adica s(e—x)=e.
In acelasi fel rezultd ca (e—x)s=e.
In concluzie, elementul e—x este inversabil si inversul

sau este e+2x” . O

n=1

Corolar. Daca xe A si A€C astfel incat ||x||<|/1|

atunci x— e e InV(A) )
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Demonstratie. Rezultd din implicatii |x/2|<1 =
e—x/Aelnv(A4) < x—Aeelnv(4). O

Teorema 1. Multimea elementelor inversabile InV(A)

este submultime deschisa a lui A.

Demostratie. Fie un element oarecare x € InV(A) . Notam
S(x)= {y ed:|y—x|< I/Hx*IH} . Dacd yeS(x), atunci avem
b= (<l <1

Aplicand propozitia precedentd, rezultd cd x™'y € Inv(4).

De asemenea, existi (xfly)f1 x =y (xxfl) =yle=y".

Deci S(x) c InV(A), pentru oricare x € InV(A), adica

Inv(A) este multime deschisa. O

Corolar. Multimea elementelor neinversabile ale lui A
este inchisa.

Propozitie. Aplicatia x> x™' este homeomorfism al lui
Inv(4) pe Inv(A4).

Demonstratie. Fie (x,) un sir de elemente din Inv(4) si

xelnv(A) astfel incat lim x, = x. Fie ||xn —x|| < 1/(2”)6_]”)

n— ©

Atunci:

- -1
[ =

5 (6= XH
<[} Hllx XIIH <4

I’l
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De aici rezultd ca Hx;lu < 2”x“” :

Apoi,
-1 -1 -t -1 -1 -1
X, —Xx H —Hxn (x—xn)x HS X, |x—xn||Hx H
_l 2
S2~Hx H ||x—xn ——>0.
n—>ow
Deci, lim Hx;1 - x_IH =0.
n—

. ~ ~ —_ _1 ~ ~ . . —
Tinidnd cont ca (x 1) =x, rezultd cd aplicatia x> x~'

este homeomorfism al lui InV(A) pe InV(A) . 0

Definitie. Spectrul unui element x al unei algebre 4 cu
unitate e este, prin definitie, multimea

o(x)= {/1 eC:le—x¢ InV(A)} .
Daca A ¢o(x), adica daca exista (x—}be)_l , atunci A se
numeste numar regulat pentru x.
Fie x € A. Functia R_:C\ U(x) — A definita prin
R.(2)=(Ae—x)"

se numeste functia rezolventd a elementului x.
Raza spectrala a elementului x este definita de:

r(x)= sup{|/1| ‘Ade a(x)} :

Teorema 2. Fie xeA. Atunci spectrul o(x) este

submultime compacta a lui C.

Demonstratie. Este suficient sd ardtim ca o(x) este

multime marginita si inchisa (conform teoremei Heine-Borel).
Fie A e O'(x). Atunci x—Ae ¢ InV(A) implica ||x|| > |/1| .
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Deci, o(x)c {ﬂ, eC: |/1| <
marginita.
Aratdm c¢i o (x) este multime inchisd. Fie 4, € C\o(x),

|, adicd o(x) este multime

adica x—Aeelnv(4). Definim functia f:C—>4 prin
f(ﬂ) =x—Je.

Din teorema 1 rezultd ca S(f(4,)) < Inv(4).

Fie 21— 4,. Atunci f(A)— f(4,). Astfel, existi o
vecindtate V' (4,) a lui A, astfel incat AeV(4,) implica
f(A)e S(f(lo)) De aici rezulti ci :

AeV(4) = [f(A)elnv(d) < x-ldeelv(d) <
Ae (C\O'(x).
Deci (C\O'(x) este multime deschisa, echivalent, O'(x)

este multime Inchisa. 0J

Propozitie. Fiexe A. Atunci functia rezolventa verifica
ecuatia rezolventa a lui Hilbert:

R(A)=R.(u)=(u—=2)R(A)R, (1), YA, ueC\o(x).

Demonstratie. Fie 4,1 C\o(x). Avem egalitatile:
RAA) =R (A)(me- )R, (1)
=Rx(/1)[(,u—/1)e+/1€—x}Rv(/1)
R (2)(e- 2R, (1)+ R, () (Ae—0)R, (1)
=(u=2)R(A)R (1) + R (1),

de unde rezultd R (A)—R (u)=(u ﬂ;Rx(ﬂ) R (u). O
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Propozitie. Fie xeA. Atunci functia rezolventa

R, (A)=(Ae—x)" a elementului x este analitici pe C\o (x).

Demonstratie. Fie 4, € C\o(x). Atunci, tindnd cont de

cele precedente, avem:

tim AR i () ()] =R ()]

de unde rezulta ca R (1) este analitica. O

Propozitie. Fie A este o algebra Banach complexa cu
unitate e. Fie xe A i feA .

Atunci functia g(/l)=f((x—/1€)_]) este analitica pe
C\o(x).

Demonstratie. Fie xe 4 si fe A si 4,eC\o(x).

‘ H f(qu)—RY(zo)_ij

Atunci avem:

LR 1)

A= A— 7 ;
R()-R. (%) .,
<) LA ),

unde R.(4,) este derivata functiei rezolvente in punctul 4, .

Deci existd g'(4,)=/(R}(4)). Functia rezolventi fiind

X

analitica, rezulta ca g este analitica. 0J

Teorema 3. Fie A o algebra Banach complexa, cu unitate
esi xe A. Atunci o(x)#D.
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Demonstratie. Daci o (x)=@, atunci existd (x—2le)"
pentru oricare A1 €C. Fie feAd si g:C—C definitd prin
-1
g(2)=f((x—2%e)").
Aplicand propozitia precedenta, rezulta cd functia g este
intreagd. Daca A # 0, atunci:

() =[((x=2e)") = (1a)-| (/2 =e) )
Astfel, daca |A| - o, atunci g(1) > 0.
Deci functie g este functie marginita pe C.

Aplicdm teorema lui Liouville si rezulta ca functia g este
constantd: g(A)=g(0) pentru oricare 1€ C.

Dar, ‘}‘im g(A)=0.Deci g(4) =f((x—le)_l) =0 pentru

oricare A € C si pentru oricare f e A .

Prin urmare, rezultd ci ()c—/?pe)_l =0, VAeC, adica
e=(x—Ae)(x— 16)71 =0, ceea ce este absurd (intrucat
A={0}).

In concluzie, o(x) =D . O

Teorema 4 (Teorema Gelfand-Mazur). Daca A este
algebra Banach complexa care este corp, atunci A este izomorfa
cu corpul numerelor complexe C.

Demonstratie. Fie x € 4. Atunci a(x) = . Deci exista

Aeo(x) astfel incdt x—Ae nu are invers. Deoarece A este

corp, rezultd ca x—Ae=0.
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Deci, pentru fiecare xe 4, exista Ae€C, astfel incat
x=Ae.
Numarul A este unic, pentru ca dacd x=Ae si x= ue,

atunci 0=(A—x)e, de unde rezultd ca A= u.

Aplicatia f:4— C, definita prin f(x)=4, cu x=1e,
este izomorfism.

Astfel, avem 4 =Ce. O

Observatie. O algebra Banach complexa care este corp
este in mod necesar comutativa si de dimensiune 1.
7.3. Functionale liniare si multiplicative

Functionalele liniare multiplicative sunt un instrument de
baza in studiul algebrelor Banach comutative complexe.

Fie 4 o algebrd complexa.

Definitie. O functionald liniard nenuld f:4—>C se
numeste functionala liniara multiplicativa (sau caracter) daca

verificd egalitatea f(xy)=f(x)f(»), Vx,ye 4.

Definitie. O functionald liniard nenuld f: 4 — C este

numitd functionala Jordan daca f(xz) = [f(x)]2 , Vxe 4.

Propozitie. Daca f:A4— C este o functionala Jordan,
atunci f este multiplicativa.
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Demonstratie. Fie f:4—> C o functionald Jordan si

x,y € A. Atunci f((x+y)2) = [f(x+y)}2, de unde rezulti ca
S+ yx)=21(x) £ ().

Daca A4 este comutativa , atunci f este multiplicativa.

Daca A este necomutativd, presupunem cd f nu este
multiplicativd. Atunci existd a,be A4, cu proprietatea ca

f(a) =0 si f(ab) =1. Pe de o parte, avem urmadtoarele

egalitati: /' (ab)+ f (ba) = f(ab+ba)=2f(a)f(b)=0, iar pe

de altd parte f(ab)+f(ba) :1+f(ba). Astfel rezultd ca

f(ba) =-1.

Apoi, fie ¢ =bab . Atunci, pe de o parte avem:
f(ac+ca) :f(ac)+f(ca)

=f(a)f(e)+ /() f(a)
:2f(a)f(c):O,

iar pe de alta parte:

f(ac+ca) =f(a(bab)+(bab)a)

= /((ab)’)+ £((ba)’)
=[f(ab)] +[ f(ba)] =2.

Prin urmare, am ajuns la o contradictie.
Deci, f este multiplicativa. 0

Teorema 5 (Teorema Gleason-Kahane-Zelazko). Fie A
o algebra complexa, cu element unitate e si f:A—>C o

functionala liniara cu proprietate f (e) =1. Atunci urmatoarele

afirmatii sunt echivalente:
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i) Kerf=A4\Inv(4);
i) f(x)ea(x);
iii) f(xy)zf(x)f(y), Vx,yed.

Demonstratie. Demonstrdm (ii) < (i) < (iii).

(i) = (ii): Egalitatea f ( f (x)e—x)=0 este adeviratd pentru
oricare x € 4. Aceasta inseamna, prin (i), ca f (x)e—x nu este
inversabil, adica f'(x)eo(x).

(ii) = (i): Dacd xe 4 este inversabil si x e Ker f, atunci
f(x)=0¢o(x), o contradictie.

(7iii) = (i): Fie xe A. Presupunem cd x este invesabil si ca
x € Ker /. Atunci Ozf(x’l)f(x):f(xflx):f(e)zl, ceea
ce este fals.

(i) = (iii): Fie xe A si Ae€C astfel incat ||x|| <1 si |ﬂ| >1.
Atunci elementul y=e—x/A este inversabil si f(y)#0, deci
f(x)v&/l si ||f||£l.

Functia g:C — C definita prin g(a)=f (exp(ax)) este
analitica, marginita si nenuld. Atunci exista f e C astfel incat
¢(B)=exp(ap).

Prin urmare, f(x”) =p" (n=123,-).

In consecinti, functionala f este functionald Jordan, deci
multiplicativa. O
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Teorema 6. Daca f:A4— C este o functionala liniara

multiplicativa pe A, atunci f este continua §i || f || <I.

Demonstratie. Presupunem ca existd ze€ A astfel incat
‘f(z)‘ >|z|. Atunci z#0 si f(z)#0. Notam x=2z/f(z) si

observam ca |[x|| <1 si f(x)=1.

Astfel, rezulta ca exista y = Z(—x”) Sl Xy=x+y.

n=l1
Deci, f(x)f(y)zf(x)+f(y), adica f(y):1+f(y),
ceea ce este fals.
In concluzie, feste continua si || f || <1. 0

7.4. Teorema Stone-Weierstrass

Teorema de aproximare, demonstratd de Weierstrass in
1885, afirma ca functiile reale continue pe un interval compact
pot fi aproximate uniform prin polinoame. Cu alte cuvinte,

polinoamele sunt uniform dense in C([O,l],R) in raport cu
, f€C([0.1],R).

Berstein a dat, in 1911, o demonstratie elementara
teoremei lui Weierstrass. Berstein a folosit un algoritm de
aproximare a unei functii printr-o clasd de polinoame, numite
polinoamele Berstein.

Teorema Stone-Weierstrass, demonstrati de Stone in
1937, are drept caz special teorema lui Weierstrass.

nomma | = sup (1
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Definitie. Polinomul Berstein de gradul n asociat unei
functii f eC ([0,1],]R) este definit prin:

B3 (et i-a

Teorema de aproximare a lui Weierstrass. Daca
fe C([O,l],]R), atunci sirul de polinoame Berstein (Bn (f))

n

converge uniform catre f,i.e li_r)Il”f—Bn (f)”w =0. |

Fie X un spatiu metric compact. Fie C(X ,R) algebra

Banach cu unitate a tuturor functiilor f: X — R continue, cu
norma ||/ = su);()‘f(x)‘ .

Fie AcC (X ,R) o subalgebra care contine unitatea.

Observatie. O subalgebra AcC (X ,R) care contine

unitatea, contine toate functiile constante.

Definitie. O subalgerd 4 < C(X,R) separd punctele lui

X daca pentru oricare x,ye X, x#y, existd f e 4 astfel

incat f(x) ;tf(y).

Exemplu. Multimea polinoamelor P([a,b],R) este o

subalgebrd in C ([a,b],R) care are unitate si separa punctele lui

[a,b] )
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Teorema Stone-Weierstrass. Daca X este un spatiu
metric compact si Ac C (X ,]R) este o subalgebra care contine

unitatea §i separa punctele lui X , atunci A=C (X ,R).

Demonstratie. Mai Intai, vom ardta ca dacd f € 4, atunci
| f|€ 4. Intrucdt f este functie continua pe un spatiu compact,

atunci f este marginitd, adicd existd a,beR astfel incat
al f<bh.

Din teorema de aproximare a lui Weierstrass rezultd ca
pentru fiecare &>0, existd un polinom p astfel incat

‘p(x)—|x| ‘ <& (x € [a,b]).

Fie functia g:X — R, definitd prin g(x):p(f(x)).
Rezulta ca ge A. Astfel, pentru oricare xe X, avem
‘g(x)—‘f(x)‘ ‘ < ¢ . De aici rezulta ca |f| ed.

Dacd f,ge A, atunci min(f,g)=14(|/+g|-|f-g|)e4
si max(f,g)=%(|f+g|+|f—g|)ez.

In al doilea rand, vom arita ci daca f e C(X,R), xeX
si € >0, atunci exista g_ e A astfel incat g <f+resig >f.
Fie x,ye X, x#y. Atunci exista heye A astfel incét
By () # ey ().

Definim functia £, prin &, (z)=ah.,(z)+b (zeX),
unde a,beR au fost alese astfel incat A, (x)=f(x)+&/2 si
h.,(y)=/f(y)—&/2.Rezultici h e A.
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Definim multimea U, = {z eX:h (z)< f(z)+g}. Din
continuitatea functiilor f §i A, , rezultd cd multimea U, este

deschisa. Deoarece x, yeU,, rezultd cd familia de multimi

{ny ‘ye X\{x}} este o acoperire deschisi a lui X . Din
compacitatea spatiului X , rezulta ca exista o submultime finita
(V1,505 ¥, } © X astfel incat X = U

k=1 W% "

Definim g =min(h h

312 xyz,---,hxyn). Atunci g, € 4. Prin
constructie, g (x)=f(x)+&/2 si g, <f+e.

Pentru fiecare xe€ X, definim multimea urmatoare:
V. :{ZGX:gx(z) >f(x)}. Intrucat functiile f si g, sunt
continue, rezultd ca V_  este multime deschisd. Deoarece
g.(x)=f(x)+&/2> f(x), avem xeV,. Deci {V,:xeX}
este o acoperire deschisda a lui X .

Spatiul X fiind compact, rezultd ca existd o submultime

finitd {x,x,,---,x,} = X astfel incat X = J'_V,

k=1 % °
Definim g(z)= max{gx1 (2).2,(2), e, (z)} . Atunci
geA. Prin constructie, g> /. In fine, intrucat g. <f+e¢
pentru fiecare xe X ,avem g< f+¢.
In concluzie, pentru fiecare f € C(X,R) si fiecare £ >0,
existd o functie g € A astfel incat f<g<f+e.
Aceasta implicd 4=C (X,R). -
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ANEXE

Anexa 1. Multimi ordonate

Fie X 51 Y doud multimi nevide. Amintim ca multimea
perechilor ordonate (x,y), unde xeX si yeY, se numeste

produsul cartezian al multimii X cu multimea Y i se noteaza
XxY.

Definitie. Se numeste relatie de ordine in multimea X
orice submultime nevida D — X x X avand proprietatiile:

i) (x,x)eD pentru orice xe X ;
i1) Daca (x,y) eD si (y,x) eD,atunci x=y;
111) Daca (x,y) eD si (y,z) e D, atunci (x,z) eD.

Proprietatile precedente se numesc respectiv reflexivitatea,
antisimetria $1 tranzitivitatea relatiei de ordine D.

In loc de (x,y) € D se noteaza de obicei x <y (x mai

mic sau egal cu y ) si proprietdtile din definitie se descriu atunci

astfel:
1) x<x pentruorice x€ X ;
i1) Daca x<y si y<x,atunci x=y;
i) Dacd x<y si y<z,atunci x<z.

Perechea (X,<) se numeste atunci mulfimea ordonatd si,

daca nu existd posibilitatea unei confuzii, se vorbeste despre
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multimea ordonatd X. Spre exemplu, dacd M este o multime
nevida si (M) este familia partilor sale, prin A<B<> Ac B

se defineste o relatie de ordine in 2 (M ).
Fie X o multime ordonata si Ac X, A#J.

Definitie. FElementul xeX se numeste majorant
(minorant) pentru multimea A dacd a <x (x<a) pentru orice
acA.

Dacd pentru multimea A existd un majorant (minorant) se
spune ca A este majorata (minorata).

O multime care este majoratd si minoratd se numeste
marginita (in sensul ordinii).

Observatie. In multimea 7 (M ) a partilor lui M avem
D< A<M pentru orice .4 € P (M ) si deci orice submultime a

lui (M) este marginita.

Definitie. Elementul xe X se numeste cel mai mare
(mic) element al multimii A dacad este majorant (minorant)
pentru multimea A si apartine multimii A.

Se noteazd x=max 4 (x=min 4).

Definitie. Elementul xeX se numeste margine
superioara (margine inferioard) a multimii majorate (minorate)
A, cel mai mic (mare) majorant (minorant) pentru multimea A.

Se noteazax =sup A4 (x=inf A).

Avem deci:
x=supAd < x=min{y:a<yVaed},

x=inf4 & x=max{y:y£a,VaeA}.
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Observatie. Dacd existd, marginea superioard (inferioara)
este atunci unica.

Exemplu. Daca A < 7 (M) si
B=J4,Cc=(4,
AeA AeA
atunci, in raport cu ordinea consideratd mai sus in P(M ) , avem

B=sup.A4, C=inf 4.

Nu pentru orice multime majoratd (minoratd) existd
marginea superioard (inferioard). Spre exemplu, pornind de la
axiomele lui Peano, se considerd multimea numerelor naturale,
se genereazd dupd schema uzuald multimea ordonatd Q a

numerelor rationale. Daca 4= {a eQ:a>0,a"< 2} , atunci A

este majorata si nu admite margine superioara (in Q).

Definitie. Multimea ordonatd X se numeste complet
ordonata daca:

— pentru orice submultime nevidd i majoratd existd margine
superioara,
— pentru orice submultime nevida si minoratd existd margine

inferioara.
Se spune atunci ca ordinea este completa.

Observatie. Multimea 7 (M ) este complet ordonata.

Propozitie. Fie X o multime ordonata. Afirmatiile
urmatoare sunt echivalente:
i) X este complet ordonata,
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ii) Pentru orice submultime nevida si majorata existd
margine superioard,

iii) Pentru orice submultime nevida si minorata existd
margine inferioara.

Demonstratie. Pentru a arata ca ii) = iii), fie AC X, A
minoratd. Fie B={xeX:x<a,VaeA}. Multimea B este

nevidd, majoratd si conform ipotezei existda z =supB. Daca

ac€ A, atunci x<a pentru orice xe€ B, adicd a este un
majorant pentru B si prin urmare z <a, Va € A. Aceasta arata

cd z este un minorant pentru A, iar daca y este apoi un
minorant pentru A, avem ye B, deci y<x i prin urmare z
este cel mai mare minorant pentru A, adica z =inf 4.

Analog se aratd ca iii) = ii). [

Definitie. Multimea ordonata X se numeste fotal ordonata
dacd pentru orice pereche (x,y)e X xX avem x<ysau y<x.

Se spune ca atunci ca ordinea pe X este totala.

Observatie. Dacd M nu se reduce la un singur element,
multimea 7 (M ) nu este total ordonata.

Dupa o constructie directd pornind de le axiomele lui
Peano, multimea Q a numerelor rationale este total ordonata.

Multimea R a numerelor reale este apoi total ordonata.
(Intr-o prezentare axiomaticd, multimea R a numerelor reale
este un corp total si complet ordonat).

Fie X o multime ordonata.
Definitie. Elementul xeX se numeste maximal
(minimal) daca x<y=x=y (y<x=>y=x).
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Definitie. Se spune ca x este mai mic (mai mare) decat y
dacd x<y (y<x)si x#y.Scriematunci x<y (y<x).

Observatie. Un element este maximal (minimal) dacd nu
admite elemente strict mai mari (mici) decat el.

Spre exemplu, in multimea numerelor naturale {2,3,--},

relatia ,,x <y dacad x divide y” este o relatie de ordine in
raport cu care numerele prime sunt elemente minimale.

Fie E un spatiu vectorial si S familia subspatiilor liniare

proprii (diferite de subspatiul nul si de E), ordonata cu relatia de
incluziune.
Daca f: F — K este o functionala liniard nenula, atunci

Kerf este un element maximal in S (subspatiu maximal).

Reciproc, daca S este un subspatiu maximal, el este atunci

nucleul unei functionale liniare nenule.

Definitie. Multimea ordonatd X se numeste inductiv
ordonata daca orice parte total ordonata daca orice parte total
ordonatd a sa este majorata.

Afirmatia urmatoare este, intr-un anumit cadru al teoriei
multimilor, o axoima. In alt cadru axiomatic ea este o propozitie,
cunoscuta sub numele de lema lui Zorn.

Lema (Zorn). In orice multime inductiv ordonata exista
cel putin un element maximal. A
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Anexa 2. Teste

Testul 1
Fie X =(C[0,1],

), x||=max{‘x(t)‘:te[0,l]}.
FieU:X - X, U(x)(s):J.Olsrx(t)dt, sefo.1].

Fie w()=1, y(t)=t-%, z(t)=3t, w,(t)=(1-1)¢", 1 €[0,1].
Fie A={0;1/3}, B={0;3}, C={3;1/3}.

1. Deoarece U(ax, + fx,)=aU(x))+ pU(x,)), a,feR,
x,,X, € X , operatorul U este
. Deoarece ||U(x)||£0,5~||x
2uw)||=____
2ul=

2 , X€ X , operatorul U este
3

4

50.U()=

6

7

8

. Operatorul U este injectiv?
. Operatorul U este surjectiv?
. U este operator de rang finit?
9. Operatorul U este compact?
10. 3U(z)=
11. Ecuatia 3U(x) = x are numai solutia nula?
12. Spectrul operatorului U este multimea: A4, B sau C?
13. Ecuatia 3U(x)—x= f are solutieunica V f e X ?
14. Ecuatia U(x) = x are numai solutia x =
15. Ecuatia U(x)= f are solutie unica V xe X ?

16. Pentru xe X, limU" (x) =

n—>x0
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7 sim
18. (1+1)"(n+1)
19. lim

n—>0

W}’l

W"I

20. limU(w,)=

n—0

Testul 2
Fie X =(C[0,1],

|) x| :max{‘x(t)‘:te [0,1]}.

Fie U:X - X , U)(s) = (s+1)-x(0)dr, se[0.1].

Fie w(t)=1, p(t)=6£ =6t +1, z()=~31+1, t[0,1].

Fie p=3/3+1/2, ¢=—3/3+1/2, 4={p,q}, B={1,p.q},
C={0,p,q), D={0,1,p,q}.

1. Deoarece U(ax, + fx,)=aU(x,)+pU(x,), a,BeR,
x,,X, € X , operatorul U este

Deoarece ||U(x)|| Sl,S-”x , V xe X ,operatorul U este

=—__
2wf=___
2uf=___
-
Uy =

Operatorul U este injectiv?
Operatorul U este surjectiv?

A A B
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10. dimU(X)=
11. U este operator de rang finit?

12. Operatorul U este compact?

13. LU=
p

14. Ecuatia U(x) = px are numai solutia nula?

15. Spectrul operatorului U este multimea: 4, B, C sau D?
16. Ecuatia U(x)— px = f aresolutieunica Vfe X?
17. Ecuatia U(x) = x are numai solutia x =

18. Ecuatia U(x)= f aresolutieunica V fe X?

19. Operatorul / -U este inversabil?

20. Operatorul / —U este compact?

Testul 3
Fie X =(C[0AL] ), ] =, [x(2)|ar.

FieU:X - X, U(x)(s)zjolszx(t)dr, sefo.1].
Fie z(t) =1, x,(t)=1", t[0,1].

Fie f: X >R, f(x):.l.;e’x(t)dt si g: X >R, g(x):x(l).

1. Daca ||x|| =0, atunci x=__

2. Un spatiu Banach este un spatiu normat: convex, compact,
complet sau complex?

3. Un spatiu normat In care orice sir Cauchy este convergent se
numeste spatiu: Hilbert, Cauchy sau Banach?

4. X este spatiu: Hilbert, Banach sau normat?

5. (n+1)

x}'l
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6. |=—__

7. limx, =

n—>x0

8. Ulax+ pfy)=aU(x)+pU(y),pentru a, R, x,ye X, si
deci U este
9. 2(n+2)|Ux,)||-1=_

0. U

11. Pentru orice x € X , numarul ZHU(x)H—”x” este pozitiv,

negativ sau zero?
12. limU(x,)=

n—>0
13. Operatorul U este compact?
14. U este operator de rang finit?
15. U este surjectiv?
16. U este injectiv?
17. Functionala g este liniara si continua?

18. f(z):
19. |71=
20. limoog(xn)z_

Testul 4

. . 2 _ © 2 _
Fie spatiul (%, cu norma ||x||—./2n=1xn , x=(x, )nzl, x, eR.

Fie U,V,I: KZR - (% operatorii definiti prin: U(x) = (ﬂxn )nzl’

n

V(x)=(ix )nzl. Fie e, :(O,-~~,0,1,0,---), unde 1 se afld pe

n+l “'n

locul k.
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1. U(ax+ pBy)=aU(x)+ pU(y) sideci U este: linie, liniar
sau convergent?
2. Vix+y)=V(x)+V(y), V(ax)=alV(x) sideci V este:
liniar, liniat sau linie?

3. Pentru orice x € /3, numarul ||U (x)|| — 2||x|| este: pozitiv,

negativ, nenul sau zero?
4. Pentru orice x € (3,

U(x)” < 2||x|| si deci U este:
convergent, compact sau continuu?

5. fle)=—__
6. |U)|=____
7 |ull=___

8. Existd x € (2, astfel incat

|V(x)|| —||x|| este un numar strict
pozitiv?
9. Pentru orice x € /%, numdrul ||V(x)||—||x|| este: pozitiv,

negativ sau zero?
10. Operatorul V' este: convergent, compact sau continuu?

11. U(e,)—%te, =

12. Pentru operatorul U, numarul £ este: regulat sau

propriu?

13. Pentru operatorul U, numarul — este: regulat sau
propriu?

14. Pentru operatorul V', numarul - este: regulat sau

propriu?

15. Pentru operatorul V', numarul £4 este: regulat sau
propriu?

16. Operatorul U —+1] este inversabil?

17. Operatorul U —%I este inversabil?
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18. Operatorul V' —%I este inversabil?

19. Operatorul V' =41 este inversabil?

20. UoV(x)=

Testul 5

Fie X:(£§R’ ||1)’ x“l :ijl x” ’ x:(xﬂ)nzl 51
Y:(E}R, ||w) x||oo :sup{|xn|:n21}, xz(xn)m.

Fie A={xeX:||x||1S1}, Bz{xeY:”x”wSl}.
Fie f: X >R, f(x)zzmxn sig: Y >R, g(x)zznzlxn.
Fie Z={xeX:Zn21xn=0}, W={xeY:Z’ X =0}.

n>] N
Fie y, :(1,%,---,%,0,-~), e, =(O,---,O,l,0,-~-), unde 1 se aflda

pe locul n.

1. X este spatiu: Banach, Hilbert, sau cu baza algebrica
numadrabild?

2. Y este spatiu: Banach, Hilbert sau cu baza Schauder?
3. In spatiul X sirul (y,)

., este: nemarginit, convergent sau

Cauchy?

4. Inspatiul Y sirul (p,)  este: nemarginit, Cauchy sau

nl1
convergent?
5. Z este subspatiu: Inchis, deschis sau dens?

6. W este subspatiu: inchis, deschis sau dens?

7. A este multime: Inchisa, deschisd sau compacta?
8

9

. B este multime: inchisd, deschisa sau compacta?
. Functionala f este: injectiva, surjectivd sau bijectiva?



214 ANALIZA FUNCTIONALA

10. Functionala g este: injectiva, surjectiva sau bijectiva?

11. Pentru orice x € X numarul

f(x)‘—”x” este: pozitiv,

negativ sau zero?
12. Functionala f este continud?

13. le,||, =

14. f(e)=__
15 | f=——
16. ||y,|, =

17. ( g(»,)) | este sir: convergent, marginit sau nemarginit?
18. Functionala g este: liniard sau continud?
19. Dualul lui ¢}, este: ¢}, /7 sau R ?

20. /), este reflexiv?

Testul 6
Fie X = (2 ). Ix=2.,
Fie U,V,I:X — X operatorii definiti prin:
U(x)=(O,xl,x2,-~~,xn,---), V(x)z(xz,x3,-~~,xn,---), I(x)=x.
Fie A={ae(C: a|£1},B={ae(C:|a|<1},C={ae(C:|a|Zl}.

2

X

n

, xz(xn)nzl, x,eC.

1. X este spatiu Banach?

2. Norma in X verifica legea: paralelelor sau
paralelogramului?

3. X este spatiu Hilbert?

4. Operatorul U este: injectiv, surjectiv sau bijectiv?
5. Operatorul V este: injectiv, surjectiv sau bijectiv?
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6. Operatorul U este: continuu sau compact?

7. Operatorul V' este: continuu sau compact?

8. Operatorul U este: deschis sau inchis?

9. Operatorul V' este: deschis sau inversabil?

10. VoU=1,UoV=[sauU’*oV*=17?

1. |u|=___

12. V] =

13. Spectrul lui U este multimea: 4,B sau C?
14. Spectrul lui V' este multimea: 4, B sau C?

15. Daca |a| <1, atunci a este numadr propriu pentru U ?

16. Daca |a| <1, atunci a este numar propriu pentru V ?

17. Operatorul U nu are numere proprii?)
18. Operatorul V' nu are numere proprii?
19.0"=_

200 V=

Testul 7
Fie X =(C[0,1],

||) ||x|| = max{‘x(r)‘ ‘te [O,l]} .

Fie Y subspatiul functiilor polinomiale.
Fie Y, :{peY:gradpSn}.

Fie x, (t):t",nZl,te[O,l] si I(x):J:x(t)dt, xeX.

1. Deoarece in X orice sir Cauchy este convergent, X este

spatiu

2. Deoarece norma lui X nu verifica legea paralelogramului,

X nu este este spatiu
3. Y, este inchis?
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4. Interiorul lui Y, este multimea

5. 7=

6. Deoarece X este spatiu complet, el este de categoria _ Baire.
7

8

9

. Y este de categoria _ Baire.
. Interiorul lui Y este

o A
10. Sirul (x,)  este marginit?

11. Sirul (x,) _ este convergent?

12. (1+2)"(n+1)

13. lim

xn+1 —-X

n

xn+l _xn =

14. lim(x,,, —x,)=

n—>0

15. I(ax+ py)=al(x)+ pI1(y) sideci I este
16. ‘I(x)‘S”x” si deci I este

17. {x eX:I(x)= 0} este un subspatiu inchis?

18. || =
19. (n+l)l(xn):_
20. Iim/(x,)=__

Testul 8

Fie :{x:(xn )nZl X, € R,Z;x}f <oo}, ||x|| :JZ; X2

Fie U,V,1:0*> — (” operatorii definiti prin:
U(X) = (”’—tlxn )nzl’ V(x) = (#xn )nzl’ I(X) =X.

Fie w=(1/n) ., e,

:(O,---,O,I,O,---), unde 1 este pe locul n.

n>1"’
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l.
2.

operator

Voo I N L AW

U(ax+ py)=aU(x)+ pU(y) sideci U este
Vix+y)=V(x)+V(y), V(ax)=aV(x) sideci V este

lU)| <2||x]| sideci U este___
1 S

[ Coll<[x] si deci ¥ este
14—

. Ecuatia U (x) = x are solutie nenula?

1 este numadr propriu pentru U ?

. Numarul 1 apartine spectrului lui U ?

10. Ecuatia U(x)—x =y are solutie unicd x € ¢*, pentru orice
yel’?

11. Dacd U(x)—x=w, atunci x ¢ (> ?

12. ﬁU(eH)—en =

13. 21 apartine spectrului lui U ?

14. (=) (e,)—e,=__

15. -% apartine multimii numerelor regulate pentru V' ?

16. Ecuatia V' (x)—x =0 are solutia x =

17. 1 este numar propriu pentru V ?

18. UoV =

19. VoU =

20. U este compact, V este compact, U —V este compact sau

U +V este compact? .
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(98]

11.

12.

13.

Anexa 3. Subiecte de examen

Compacitate n C[a,b] (teorema Arzela-Ascoli).

Spatii Banach: definitie, caracterizarea cu serii absolut
convergente. Completitudinea spatiilor concrete ale

Analizei functionale: R", ¢, ¢,, [, C[a,b], 17 (le),

L"[a,b] (le).

Multimi rare si teorema lui Baire in spatii Banach.

Spatii liniare normate de dimensiune finitd: caracterizarea
prin echivalenta oricaror doud norme, caracterizarea cu
vecinanatasi compacte (teorema lui Riesz).

Spatii liniare normate cu baza Schauder: definitie, exemple,
separabilitate, spatii liniare normate fara baza Schauder.
Operatori liniari i continui: caracterizari ale continuitatii
operatorilor liniari. Spatiul operatorilor liniari §i continui:
operatii, completitudine.

Dualul unui spatiu liniar normat: definitie, caracterizarea
continuitatii unei functionale liniare cu ajutorul nucleului.

Dualele spatiilor ¢, ¢,, Cla,b], I', 1" (p=1), L"[a,b]

(le).

Teorema Hahn-Banach de prelungire a functionalelor liniare
si continue: enunt, consecinte.

Convergenta slaba in spatiu si in dual.

Principiul ~ marginirii  uniforme (teorema  Banach-
Steinhaus): enunt, consecinte.

Inversul unui operator liniar si continuu: definitie, lema
lui Neumann.

Operatori deschisi: definitie, teorema aplicatie deschise,
consecinte.

Operatori inchisi: definitie, torema graficului inchis.
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14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

Operatori  liniari compacti:  definitie, legdtura cu
operatorii liniari §i continui, operatori de rang finit. Spatiul
operatorilor compacti: compacitatea limitei unui sir de
operatori compacti. Compacitatea operatorului diagonal in

I’. Compacitatea operatorului integral cu nucleu
continuu 1in C[a,b]. Teorema Riesz-Schauder de
inversare a operatorului / —U, U compact.

Spectrul unui operator liniar §i continuu: definitie, numar
regulat, numadr propriu, vector propriu. Compacitatea

U"|| si

spectrului. Raza spectrald: existenta limitei limz

legdtura cu spectrul. Spectrul operatorului diagonal in /°.
Spectrul operatorului integral in C [a,b] cu nucleu s+¢ sau

st . Spectrul unui operator compact.
Spatiile Hilbert /*, L*[a,b].

Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt.

Existenta elementului de cea mai bund aproximare
pentru multimi convexe si inchise: enunt, consecinte.
Familii ortogonale in spatii Hilbert: definitie, inegalitatea
lui Bessel. Baze ortogonale in spatii Hilbert: definitie,
caracterizari, exemple.

Forma generald a functionalelor liniare §i continue pe un
spatiu  Hilbert (teorema lui Riesz): enunt, consecinte,
exemple.

Adjunctul unui operator liniar $i continuu pe un spatiu
Hilbert: definitie, existentd, exemple. Proprietati ale
adjunctului unui operatot liniar i continuu.

Operatori autoadjuncti: definitie, proprietdti. Norma unui
operator autoadjunct. Exemple de operatori autoadjuncti:

operatorul matricial in R" (C’"), operatorul diagonal in /?,

operatorul integral in L’ [a, b] .
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23.

24.

Spectrul unui operator autoadjunct este real. Marginile
spectrului unui operator autoadjunct.

Caracterizari pentru numerele regulate si pentru cele din
spectru, pentru un operator autoadjunct. Spectrul unui
operator autoadjunct si compact; existenta unei baze
ortonormale formata din vectori proprii. =
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